Google 



This is a digital copy of a book thaï was prcscrvod for générations on library shelves before it was carefully scanned by Google as part of a project 

to make the world's bocks discoverablc online. 

It has survived long enough for the copyright to expire and the book to enter the public domain. A public domain book is one that was never subject 

to copyright or whose légal copyright term has expired. Whether a book is in the public domain may vary country to country. Public domain books 

are our gateways to the past, representing a wealth of history, culture and knowledge that's often difficult to discover. 

Marks, notations and other maiginalia présent in the original volume will appear in this file - a reminder of this book's long journcy from the 

publisher to a library and finally to you. 

Usage guidelines 

Google is proud to partner with libraries to digitize public domain materials and make them widely accessible. Public domain books belong to the 
public and we are merely their custodians. Nevertheless, this work is expensive, so in order to keep providing this resource, we hâve taken steps to 
prcvcnt abuse by commercial parties, including placing lechnical restrictions on automated querying. 
We also ask that you: 

+ Make non-commercial use of the files We designed Google Book Search for use by individuals, and we request that you use thèse files for 
Personal, non-commercial purposes. 

+ Refrain fivm automated querying Do nol send automated queries of any sort to Google's System: If you are conducting research on machine 
translation, optical character récognition or other areas where access to a laige amount of text is helpful, please contact us. We encourage the 
use of public domain materials for thèse purposes and may be able to help. 

+ Maintain attributionTht GoogX'S "watermark" you see on each file is essential for informingpcoplcabout this project and helping them find 
additional materials through Google Book Search. Please do not remove it. 

+ Keep it légal Whatever your use, remember that you are lesponsible for ensuring that what you are doing is légal. Do not assume that just 
because we believe a book is in the public domain for users in the United States, that the work is also in the public domain for users in other 
countiies. Whether a book is still in copyright varies from country to country, and we can'l offer guidance on whether any spécifie use of 
any spécifie book is allowed. Please do not assume that a book's appearance in Google Book Search means it can be used in any manner 
anywhere in the world. Copyright infringement liabili^ can be quite severe. 

About Google Book Search 

Google's mission is to organize the world's information and to make it universally accessible and useful. Google Book Search helps rcaders 
discover the world's books while helping authors and publishers reach new audiences. You can search through the full icxi of ihis book on the web 

at |http: //books. google .com/l 



Google 



A propos de ce livre 

Ceci est une copie numérique d'un ouvrage conservé depuis des générations dans les rayonnages d'une bibliothèque avant d'être numérisé avec 

précaution par Google dans le cadre d'un projet visant à permettre aux internautes de découvrir l'ensemble du patrimoine littéraire mondial en 

ligne. 

Ce livre étant relativement ancien, il n'est plus protégé par la loi sur les droits d'auteur et appartient à présent au domaine public. L'expression 

"appartenir au domaine public" signifie que le livre en question n'a jamais été soumis aux droits d'auteur ou que ses droits légaux sont arrivés à 

expiration. Les conditions requises pour qu'un livre tombe dans le domaine public peuvent varier d'un pays à l'autre. Les livres libres de droit sont 

autant de liens avec le passé. Ils sont les témoins de la richesse de notre histoire, de notre patrimoine culturel et de la connaissance humaine et sont 

trop souvent difficilement accessibles au public. 

Les notes de bas de page et autres annotations en maige du texte présentes dans le volume original sont reprises dans ce fichier, comme un souvenir 

du long chemin parcouru par l'ouvrage depuis la maison d'édition en passant par la bibliothèque pour finalement se retrouver entre vos mains. 

Consignes d'utilisation 

Google est fier de travailler en partenariat avec des bibliothèques à la numérisation des ouvrages apparienani au domaine public et de les rendre 
ainsi accessibles à tous. Ces livres sont en effet la propriété de tous et de toutes et nous sommes tout simplement les gardiens de ce patrimoine. 
Il s'agit toutefois d'un projet coûteux. Par conséquent et en vue de poursuivre la diffusion de ces ressources inépuisables, nous avons pris les 
dispositions nécessaires afin de prévenir les éventuels abus auxquels pourraient se livrer des sites marchands tiers, notamment en instaurant des 
contraintes techniques relatives aux requêtes automatisées. 
Nous vous demandons également de: 

+ Ne pas utiliser les fichiers à des fins commerciales Nous avons conçu le programme Google Recherche de Livres à l'usage des particuliers. 
Nous vous demandons donc d'utiliser uniquement ces fichiers à des fins personnelles. Ils ne sauraient en effet être employés dans un 
quelconque but commercial. 

+ Ne pas procéder à des requêtes automatisées N'envoyez aucune requête automatisée quelle qu'elle soit au système Google. Si vous effectuez 
des recherches concernant les logiciels de traduction, la reconnaissance optique de caractères ou tout autre domaine nécessitant de disposer 
d'importantes quantités de texte, n'hésitez pas à nous contacter Nous encourageons pour la réalisation de ce type de travaux l'utilisation des 
ouvrages et documents appartenant au domaine public et serions heureux de vous être utile. 

+ Ne pas supprimer l'attribution Le filigrane Google contenu dans chaque fichier est indispensable pour informer les internautes de notre projet 
et leur permettre d'accéder à davantage de documents par l'intermédiaire du Programme Google Recherche de Livres. Ne le supprimez en 
aucun cas. 

+ Rester dans la légalité Quelle que soit l'utilisation que vous comptez faire des fichiers, n'oubliez pas qu'il est de votre responsabilité de 
veiller à respecter la loi. Si un ouvrage appartient au domaine public américain, n'en déduisez pas pour autant qu'il en va de même dans 
les autres pays. La durée légale des droits d'auteur d'un livre varie d'un pays à l'autre. Nous ne sommes donc pas en mesure de répertorier 
les ouvrages dont l'utilisation est autorisée et ceux dont elle ne l'est pas. Ne croyez pas que le simple fait d'afficher un livre sur Google 
Recherche de Livres signifie que celui-ci peut être utilisé de quelque façon que ce soit dans le monde entier. La condamnation à laquelle vous 
vous exposeriez en cas de violation des droits d'auteur peut être sévère. 

A propos du service Google Recherche de Livres 

En favorisant la recherche et l'accès à un nombre croissant de livres disponibles dans de nombreuses langues, dont le français, Google souhaite 
contribuer à promouvoir la diversité culturelle grâce à Google Recherche de Livres. En effet, le Programme Google Recherche de Livres permet 
aux internautes de découvrir le patrimoine littéraire mondial, tout en aidant les auteurs et les éditeurs à élargir leur public. Vous pouvez effectuer 
des recherches en ligne dans le texte intégral de cet ouvrage à l'adresse fhttp: //book s .google . coïrïl 



COURS 



DE STATIQUE 



PARIS. — TYPOGBAPHIE DE FIRMIIf DIDOT FRSRES, 

SUB JACOB, 56. 



COURS 



DE 



STATIQUE , 

A L'USAGE 

ES ASPIRANTS A L'ÉCOLE POLYTECHNIQUE , 

ET 

DES ÉCOLES D'ARTILLERIE ET DE MARINE, 



PAR A. MUTEL, 

CAPITAINE d'artillerie, 

ANCIEN ÉLÈTE DE l'ÉGOLE POLYTECHNIQUE, CHEVALIER DE LA LÉGION D*HONNBUR , 

MEHRRE DE PLUSIEURS ACADEMIES ET SOCIÉTÉS ROYALES. 






'v-V ?.' \v"^■^^\^- 



V: 



UBRAIR1E CLASSIQUE DE PERISSE FRÈRES, 

PÂ&IS , Il LYON , 

RUI DU POT DB FBR 8.-SULPICE, «. || GRAUDB RUl XXRCIBRB, U. 

1843. 



- k 



AVERTISSEMENT. 



Les diverses branches d'industrie ont reçu dans 
ces derniers temps une vive impulsion, par les 
nombreuses applications qu'on vient de faire des 
machines de toute espèce, et surtout des machines 
à vapeur. L'étude des machines est donc devenue 
indispensable à une foule de personnes peu fami- 
liarisées pour la plupart avec les hautes mathéma- 
tiques, dont cette étude, au moins pour être 
approfondie , semblait naguère exiger l'emploi. 
Toutefois on a publié récemment plusieurs traités 
de mécanique purement industrielle ; mais ils of- 
frent, en général, le double inconvénient de don- 
ner trop peu à la théorie , et surtout d'être d'un 
prix fort élevé, par suite du grand nombre de plan- 
ches qu'ils contiennent. D'autres traités se bor- 
nent presque à présenter des séries de tableaux 
contenant des résultats d'expériences sur divers 
objets, mais dont les personnes, déjà versées dans 
la science, peuvent seules tirer quelque fruit 
pour la pratique. Nous avons donc pensé qu'il 
serait éminemment utile d'exposer les principes 
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de mécanique , et leurs principales applications, 
dans un traité spécial, n'exigeant d'autres connais- 
sances que les notions ordinaires de la géométrie, 
et de l'algèbre jusqu'aux équations du premier 
degré, très-raremeïit: celles du second degré. 

D'un autre côté, l'accueil favorable fait à notre 
Cours de mathématiques nous avait depuis long- 
temps donné l'idée de le compléter par une Sta- 
tique. 

Nous avons donc rédigé ce nouvel ouvrage le 
plus simplement possible , et dans le double but 
de le f^ire servir en même temps de cours de Sta- 
tique pour les aspirants à l'école Polytechnique , 
et de première partie au Traité de mécanique ci- 
dessus mentionné. Cette disposition est d'autant 
plus fondée, que l'on commence ordinairement, 
et avec beaucoup de raison selon nous, l'étude de 
la Mécanique par celle de la Statique. 

Pour donner à ces éléments toute la simplicité 
désirable , nous avons considéré le théorème du 
parallélogramme des forces comme le principe 
fopdameDtai de la Statique. De là nous avons en 
effet déduit, avec une extrême facilité, toutes les 
lois de la composition et de la décomposition des 
forces, et, par suite, les conditions d'équilibre, 
soit des corps ou systèmes de forme invariable 
entièrement libres dans l'espace, soit des corps 
gênés dans leurs mouvements par des obstacles 
quelconques , c'est-à-dire , des machines. 

On peut arriver au même but par la Théorie 
des couples^ due au S£^vant M. Poinsot* I^s per- 
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sonnes qui désireront suivre cette marche ne pour- 
ront mieux foire que d'étudier le Ttuité de Sia^ 
tique de son inventeur, où se trouvent parfaite- 
ment exposées les diverses propositions de la 
Théorie des couples, et leur application à la x^^ 
cherche des conditions de l'équilibre des machines. 

Notre Statique est divisée en cinq chapitres. I^e 
premier traite de la composition et de la décom- 
position des forces; le second, des moments et des 
conditions d'équilibre; le troisième, des mêmes 
conditions pour les corps non entièrement libres 
dans l'espace ; le quatrième chapitre donne la dé- 
termination des centres de gravité ; et le cinquième, 
les conditions d'équilibre des principaleft machines. 
Nous y avons particulièrement exposé la théorie 
de la balance du chanoine Quintenz, dite balance 
à bascule y actuellement adoptée dans tous les 
grands établissements civils et militaires. 

L'ouvrage est terminé par un appendice «ur 
le principe des vitesses virtuelles , qui permet d'é- 
tablir avec la plus grande focilité les conditions 
d'équilibre des diverses machines. Comme la dé- 
monstration de ce principe est d'ailleurs aussi 
simple que rigoureuse , il serait bien à désirer 
qu'on l'adoptât exclusivement, ce qui abrégerait 
très-sensiblement cette partie des études. 
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I. On appelle matière ou substance matérielle tout ce 
qui peut affecter nos sens. 

Toute portion déterminée de matière se nomme corps. 
Ainsi le bois, Teau, lair, etc., sont des corps. La quan- 
tité de matière dont un corps est composé constitue ce 
qu'on appelle sa masse. 

Les corps se présentent sous trois états principaux, 
qui en comprennent une foule d autres intermédiaires, et 
qui sont : i° les corps à Vétat solide^ ou les solides^ 
comme l'or, le verre, le beurre, etc.; 2** les corps à Vétat 
liquide^ ou les liquides^ comme Teau, le vin, les liqueurs, 
le mercure, etc.; 3° les corps a Vétat gazeux^ ou les gaz 
et les "vapeurs^ comme l'air, la fumée, etc. Les corps de 
ces deux dernières classes ont reçu le nom commun de 
fluides. 

a. \Iespace estTétendue indéfinie ou sans bornes qui 
contient tous les corps, et dont chacun occupe une por- 
tion plus ou moins considérable qu'on appelle son vo* 
lume ou son étendue^ 

M* Statique. « 
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Deux corps ne peuvent occuper en même temps Im 
même lieu ; c'est en cela que consiste V impénétrabilité de 
la matière. 

Un corps est en repoM quand il reste au même lieu de 
Tespace; il est au contraire en mouvement XovsqixW oc- 
cupe successivement divers lieux de l'espace. La propriété 
dont jouissent les corps de pouvoir exister, soit à l'état 
de repos, soit à l'état de mouvement, se nomme mobilité. 

Ainsi les corps peuvent être conçus en mouvement 
ou en repos^ quoique dans l'univers il n'y en ait proba- 
blement pas un seul qui soit absolument en repos. 
Comme la terre tourne sur elle-même et autour du soleil, 
aucun corps ne peut y posséder un repos absolu , mais 
seulement un repos relatif; ce qui arrive quand il con- 
serve la même position par rapport aux corps terrestres 
que nous regardons comxae Jixes, 

Il en est de même pour l'état de mouvement. S'il y 
avait un corps fixe dans la nature, on pourrait s'en servir 
pour évaluer d'une manière absolue les déplacements 
des autres corps par rapport à lui, et l'on connaîtrait 
ainsi leurs mouvements absolus. Mais à défaut d'un corps 
fixe, nous ne pouvons apprécier les mouvements absolus 
qui peuvent exister dans la nature; de sorte que les 
mouvements des corps, les uns par rapport aux autres, 
ne sont pour nous que des mouvements relatifs. 

On distingue encore les mouvements apparents et les 
mouvements réels. Un corps peut nous paraître en mou- 
vement, quoique parfaitement immobile sur la terre. 
Par exemple un batelier, qui, pour faire avancer sa na- 
celle, gaffe en marchant de lavant à l'arrière, peut avoir 
un mouvement tellement combiné avec celui de la na- 
celle, qu'il ne change réellement pas de position sur 
le globe ; aussi , dans ce cas , il parait immobile à une 
personne suffisamment éloignée, tandis que son dépla- 
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cernent apparent est très-sensible pour une personne 
peu écartée du rivage. De même, si Ton fait tourner une 
montre dans le sens opposé à la marche des aiguilles et 
avec un mouvement égal à celui qui porte Tune d'elles 
en avant I cette aiguille sera réellement immobile (par 
rapport au globe), quoique avec un mouvement ap- 
parent. 

3. La matière est inanimée ou inerte; elle ne peut par 
elle-même se donner du mouvement, ni changer celui 
qu'elle a reçu : cette propriété de la matière se nomme 
inertie. C'est par suite de cette propriété qu'un corps en 
repos y demeurera toujours, à moins qu'une cause étran- 
gère, telle que la pesanteur ou un moteur animé, ne l'en 
fasse sortir. En effet, comme le mouvement ne peut 
avoir lieu que dans une certaine direction , il n'y aura 
pas de raison pour que le corps se meuve plutôt d'un 
coté que de tout autre, et par conséquent il ne se mou- 
vra pas. De même, l'état de mouvement d'un corps ne 
saurait être modifié que par l'intervention d'une cause 
étrangère. Une bille, poussée sur un billard avec quelque 
force que ce soit, s'arrête bien au bout de quelques ins- 
tants; mais c'est par l'effet de deux causes qui s'opposent 
à la continuation du mouvement, savoir, le frottement 
de la bille sur le tapis et la résistance de l'air. 

4^ Toute cause, qui modifie actuellement ou tend à 
modifier Tétat de repos ou de mouvement d'un corps, se 
nomme y^rc^ ou puissance. Nous ajoutons < ou tend à 
modifier T^; car, par exemple, un corps suspendu vertica- 
lement par un fil ne paraît pas actuellement changer d'é- 
tat ; mais la pesanteur l'oblige à tirer sans cesse le fil, et 
le mettrait en mouvement si la résistance du fil ne s'op- 
posait à cette action. 

Une force ne nous est connue que par ses effets, et 
nous ignorons quelle est sa nature. Mais, sans connaître 
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la force en elle-même, nous concevons très-bien quelle 
est appliquée à un certain point^ qu^elle agit suivant une 
certaine direction et aifec une certaine intensité, 

La direction d une force est la ligne droite qu'elle tend 
à faire décrire au point où elle est appliquée; et par son 
intensité ou sa grandeur^ on entend son rapport avec 
une certaine force convenue prise pour unité de me- 
sure. 

La vue d'un corps suspendu à l'extrémité d'un fil, l'ef- 
fort plus ou moins grand que nous sommes obligés de 
faire pour produire ou pour empêcher le mouvement de 
différents corps, etc., nous donnent, dès la première en- 
fance, Vidée de la direction de la force et de son intensité. 

On voit donc qu'il y a trois choses à considérer dans 
une force : son point d'application , sa direction , et son 
intensité. 

5. Avant tout, il est nécessaire de bien préciser com- 
ment on doit évaluer l'intensité des forces. Or, on ne peut 
les mesurer qu'en cherchant leur rapport avec une force 
convenue prise pour unité; et comme il y a des forces 
d'espèces bien diverses, puisqu'elles spnt les causes de 
tous les mouvements qui existent dans la nature, il faut 
d'abord établir, comme dans tous les cas analogues (Voy. 
notre Géométrie, sect. I, prop. m), ce qu'on doit en- 
tendre par forces égales, et, par suite, ^2X force plus 
petite ou plus grande. Supposons donc deux forces, P, Q, 
appliquées en sens contraires à un même point. Si ces 
forces se détruisent, on dit qu'elles sont égales. Lorsque 
cela n'a pas lieu, les forces sont inégales , et la force P 
est dite plus petite ou plus grande que la force Q, selon 
que le point d'application est entraîné dans le sens de la 
force Q ou dans le sens de la force P. D'après cela , si, 
après avoir reconnu que deux forces sont égales, on les 
applique à un même point, suivant la même direction et 
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dans le même sens, on aura une force double. Si Ton réu- 
nit de même 3, 49— forces égales, on aura une force 
triple y quadruple^ etc. ; de sorte qu'en général une force 
multiple d'une autre doit être regardée comme formée 
par la réunion d'un certain nombre de forces égales à 
celle-ci, et agissant suivant une même direction. 

On pouiTa donc évaluer les forces en nombres, en 
prenant à volonté une certaine force pour unité de me- 
sure, et cherchant combien de fois celle dont on s'occupe 
contient cette unité. Le nombre trouvé représentera 
l'intensité de la force. Mais comme on évalue les lignes 
en nombres par le même procédé, on a donc eu natu- 
rellement ridée de représenter les forces par des lignes, 
ce qui offre, en outre, l'avantage d'indiquer leurs direc- 
tions. Ainsi, en disant que telle force est représentée en 
grandeur et en direction par telle ligne, on exprime 
qu'elle contient autant d'unités de force que la ligne 
contient d'unités de ligne, et, de plus, que la force agit 
dans la direction indiquée par la ligne. 

6. Nous désignerons, selon l'usage^ les forces par les 
lettres P, Q, R, S, ... . placées sur les lignes qui repré- 
sentent leurs directions, et nous supposerons que l'ac- 
tion d'une force telle que P, appliquée au point A de ^^6* '- 
la ligne AP, a lieu de A vers P, c'est-à-dire que la force 
tire de A en P, ce qu'on précise ordinairement à l'aide 
d'une flèche. De même, en représentant l'intensité de la 
force par une certaine longueur déterminée AB, on la 
supposera toujours portée du côté où le point d'appli- 
cation A tend à se mouvoir. Si, donc, on dit simplement 
qu'une force est représentée par une longueur détermi- 
née AB partant du point d'application A, on entendra 
que la force tire de A vers l'extrémité B. 

On pourrait également adopter que la force pousse le 
point A du côté opposé au point B; mais la convention 
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une fois établie, on doit s'y conformer pour toutes les 
forces dont on s'occupe, et c'est la première hypothèse 
que nous adopterons dans cet ouvrage. 

Pour indiquer que deux forces, dirigées suivant une 
même droite, agissent en sens contraires ou sont oppo- 
sées l'une à l'autre, on fait ordinairement précéder lune 
du signe + et l'autre du signe — . Cette notation cadre 
parfaitement avec la manière dont nous avons envisagé 
les quantités négatives dans notre Cours d'Algèbre 
(a* édit., n* i4). 

7. Plusieurs forces, appliquées à la fois à un même 
corps, doivent nécessairement se modifier l'une l'autre, 
par suite de la liaison qui existe entre les diverses parties 
du corps ; de sorte que chacun de ses points, soumis à 
une certaine force, ne prendra pas le mouvement que 
celle-ci tend à lui imprimer. On conçoit même que les 
forces appliquées peuvent s'entre-détruire, et ne produire 
aucun mouvement; dans ce cas, on dit que le corps est 
en équilibre^ et, par suite, que les forces se font équilibre, 

8. La Mécanique est la science qui traite de l'équilibre 
et du mouvement des corps. Elle se divise en quatre par- 
ties, savoir : la Statique^ la Dynamique^ Y Hydrostatique el 
\ Hydrodynamique, La Statique est la science de Téqui- 
libre des forces appliquées à un corps solide. La Dyna- 
mique a pour but de déterminer le mouvement que 
prend un corps solide, sollicité par des forces qui ne se 
font pas équilibre. L'Hydrostatique et l'Hydrodynamique 
traitent de l'équilibre et du mouvement des fluides. 

Dans le présent volume nous ne nous occuperons que 
de la Statique, par où l'on commence ordinairement lë- 
tude de la Mécanique; et, en effet, l'objet de cette der- 
nière science est de résoudre le problème général sui- 
vant : 

Etant donné un corps ^ ou un système quelconque de 
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corps^ sollicité par de certaines forces connues^ trouver le 
moupement que ce corps prendra dans l'espace P 

Et réciproquement : déterminer les relations des forces 
qui agissent sur un corps^pour qu'il prenne dans l'espace 
Un mouvement donné? 

Or, pour résoudre ce problème, on cherche d'abord 
les relations que les forces doivent avoir entre elles, pour 
que le corps ou le système prenne un mouvement égal 
à zéro, c'est-à-dire reste en équilibre, et alors la solution 
du problème général se déduit facilement de celle du 
cas particulier qui fait Tobjet de la Statique. 

9. La Statique ne suppose pas que Ton connaisse l'effet 
actuel des forces sur la matière, ou des divers mouve- 
ments qu'elles peuvent lui imprimer, d'après leurs direc- 
tions et leurs intensités : mais elle considère uniquement 
les forces comme des grandeurs de même espèce, et as- 
signe les rapports qu'elles doivent avoir pour se contre- 
balancer ; de sorte que l'état d'équilibre des corps est le 
cas particulier de l'état de mouvement, où les effets des 
forces ont complètement disparu. 

Dans la nature, presqu 'aucun corps ne peut rigoureu- 
sement être mis en équilibre ; lorsque nous le jugeons 
tel, il n'en oscille pas moins, quoique extrêmement peu, 
autour d'une position centrale qu'il abandonne sans cesse , 
et vers laquelle le ramène à chaque instant la lutte des 
forces auxquelles il est soumis. 

Mais en théorie, un corps en équilibre est absolument 
dans le même état que s'il était en repos. Cependant on 
peut encore distinguer l'équilibre d'avec le repos, en di- 
sant que, dans le premier cas, le corps est sollicité par 
des forces qui s'entre -détruisent, et, par conséquent, 
n'exercent réellement aucune espèce d'action sur lui; 
tandis que dans le cas du repos, le corps n'est sollicité 
par attcune force. 
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Dans la solution des problèmes, on doit donc regarder 
un corps en équilibre comme rigoureusement en repos ; 
et réciproquement, si un corps est en repos, ou même 
sollicité par des forces quelconques, on peut lui suppo- 
ser appliquées telles forces qu'on voudra, qui soient en 
équilibre d'elles-mêmes, et Tétat du corps ne sera pas 
changé. 

Cette observation nous sera fort utile dans la suite. 

lo. Lorsque plusieurs forces P, Q, R, S. . . ., appli- 
quées à un corps, se font équilibre, l'une quelconque P 
d'entre elles est nécessairement détruite par l'action de 

toutes les autres Q, R, S, Par conséquent une 

force P', égale et directement opposée à la force P, et qui 
lui fait donc équilibre (5), produit le même effet que les 
forces Q, R, S,. • . . Cette force unique P', qui produit sur 
lin corps le même effet que plusieurs forces combinées 
Q, R, S...., s'appelle leur résultante; et les forces Q, R, S..., 
qui se réduisent à une seule P', se nomment les com- 
posantes de P'. 

L'ensemble des principes qui servent à déterminer la 
résultante de plusieurs forces, ou bien à décomposer une 
seule force en plusieurs capables du même effet, se 
nonmie, selon le cas, composition ou décomposition des 
forces. Mais ces deux recherches se confondent en une 
seule, savoir celle de la loi qui lie la résultante à ses com- 
posantes. 

n. Nous commencerons l'étude de la Statique par la 
détermination de cette loi ; car une seule force étant ca- 
pable de produire sur un corps le même effet que plu- 
sieurs, et d'en tenir parfaitement lieu, il est naturel de 
chercher d'abord à réduire au plus petit nombre possible 
les forces appliquées au corps ou au système que l'on 
considère, ce qui ramène les conditions de l'équilibre 
entre toutes les forces primitives aux conditions plus 
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simples de 1 équilibre entre les forces finales qui leur sont 
équivalentes. 

Nous supposerons d abord que le corps ou le système 
est sans pesanteur, et qu'il n*est gêné dans son mouve- 
ment par aucun obstacle, c'est-à-dire qu'il est entièrement 
libre dans l'espace. Dès lors on n'aura plus à considérer 
que les efforts des seules forces appliquées, qui, dans le 
cas de l'équilibre, devront se détruire mutuellement. 

Nous ferons, en outre, abstraction de tous les corps 
du système, en conservant seulement les points d'appli- 
cation considérés comme liés entre eux d'une manière 
invariable par des droites rigides, inextensibles et sans 
poids. En effet, il est facile de voir que les conditions 
de l'équilibre seront absolument les mêmes dans les 
deux cas. 

Nous simplifierons donc la question en éliminant d'a- 
bord le poids et le volume des corps ; mais pour appli- 
quer les résultats ainsi obtenus au cas de la nature dont 
tous les corps sont pesants, nous leur restituerons plus 
tard leurs poids respectifs, et les considérerons comme 
de nouvelles forces qu'il faudra combiner avec les autres 
pour avoir les conditions réelles de l'équilibre. 

Ainsi, dans la statique rationnelle, en recherchant les 
conditions de l'équilibre des forces, nous n'aurons à con- 
sidérer que trois choses, savoir : leurs intensités, leurs 
directions et leurs points d'application. Par conséquent, 
les conditions de l'équilibre seront simplement les rela- 
tions qui doivent exister entre ces trois choses pour que 
l'équilibre ait Ueu ; c'est ce qu'on appelle les équations 
(Téqutlibre, 
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SECTION PREMIÈRE. 

COÉPO^lTION DBS FORCES AGISSANT SUIYANT UNE MÊME DROITE. 



12. La notion que nous avons donnée de la mesure 
des forces (5), permet d'admettre comme axiomes les pro- 
positions suivantes : 

1® Deux forces égales et directement opposées ^ applU 
quées soit à un même points soit à deux points liés entre 
eux d'une manière invariable^ se font équilibre. 

i' Deux ou plusieurs forces appliquées à un même points 
et agissant suivant une même droite et dans un même sens, 
ont une résultante égale a leur somme et agissant dans 
la même direction et dans le même sens, 

3° Deux forces inégales ^ appliquées à un même point 
et agissant suivant une même droite^ mais en sens con^ 
traireSy ont une résultante égale à leur différence^ et qui 
agit dans le sens de la plus grande force. 

i3. La première de ces trois propositions est évidente; 
car il n'y a pas de raison pour que le mouvement ait lieu 
d'un côté plutôt que de l'autre. 
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De là il est facile de conclure le lemme suiyaiity qui 
est d'un fréquent usage en Statique : 

Lemme. Une force appliquée à un point d'un corps pro- 
duit le même effet en quelque point de sa direction qu'on 
la suppose appliquée ^ pourvu que le nouveau point d'ap* 
pUcation soit lié au premier dune manière invariable. 

Car soit la force P appliquée au point A d'un sys- ^Mî» ^' 
tème quelconque, et M un point de sa direction lié au 
point A d une manière inyariable. Appliquons au point 
M, et dans la direction de AM, deux forces contraires 
P', — P*, égales entre elles et à la force P. Comme les 
deux nouvelles forces se détruisent (12, 1°), il est clair 
(9) que la force P produit sur le corps le même effet 
que les trois forces P, P', — F. Mais, d'après la seconde 
partie du premier axiome (12, 1°), les forces P, — P' se 
font équilibre. Donc la force P' produit aussi sur le 
corps le même effet que les trois forces P, P', — • P' , et , 
par conséquent, que la force P. 

Remarque générale. A Tavenir, lorsque, dans une 
démonstration, nous changerons les points d'application 
des forces, il faudra sous-en tendre que les nouveaux points 
sont liés aux premiers d'une manière invariable, ce dont 
nous prévenons ici une fois pour toutes. 

14. La seconde des trois propositions (12) résulte évi- 
demment, comme nous l'avons dit, de la manière de 
mesurer les forces (5), et sert de base à toute la Statique. 
On peut la regarder, avec le savant Poinsot, comme un 
postulatum^ qui est, au reste, le. seul réclamé par la 
science. En l'admettant pour deux forces , on le con* 
dut aisément pour tant de forces qu'on voudra, en les 
combinant successivement deux à deux. Ainsi, un nombre 
quelconque dé fofces P, Q,S....«, agissant suivant 
une même droite et dans le même sens, ont tine ré- 
sultante R = P-f-Q+S-f- etc. 
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Quant à la troisième proposition relative à deux forces 
P, Q agissant en sens contraires, il est clair que si Ion 
conçoit la plus grande force P décomposée en deux au- 
tres, Q et P — Q , les deux forces Q, — Q, étant égales 
et directement opposées, se détruiront, et le point d ap- 
plication ne sera plus sollicité que par la seule force 
P — Q agissant dans le sens de la force P. 

i5. En combinant les deux dernières propositions, 
on en déduit immédiatement ce théorème général : 

Théorème. Un nombre quelconque de forces qui agis* 
sent suivant une même droite^ et sont dirigées les unes dans 
un sensy les autres dans le sens opposé^ ont une résultante 
égale a Vexcès de la somme des composantes qui tirent 
dans un sens , sur la somme de celles qui tirent en sens 
contraire; et cette résultante agit dans le sens des forces 
qui ont donné la plus grande somme. 

Car soient P, Q, S, ...» les forces qui tirent dans un 
sens, et P', Q', S',. . . celles qui tirent en sens contraire; 
d'après la deuxième proposition , les premières forces au- 
ront une résultante R==P-f-Q + S+ etc. , qui agira 
dans le même sens, et les autres auront de même une 
résultante R'=F+Q'-4-S'+ etc. , qui agira dans leur 
sens. Donc, d'après la troisième proposition , la résul- 
tante de toutes les forces sera r^R — R', et agira dans 
le sens de la plus grande résultante partielle R. On peut 
énoncer le même théorème plus simplement, en disant 
que la résultante d'un nombre quelconque de forces 
dirigées suivant une même droite, est égale à leur 
somme algébrique ou prise algébriquement^ c'est-à- 
dire, en regardant comme affectées du signe + les 
forces qui tirent dans un sens, et comme affectées du 
signe — celles qui tirent en sens contraire. Le signe 
de la somme indiquera dans quel sens agit la résul- 
lante. Si la somme est nulle, il en sera de même de 
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la résultante, et les forces données se feront équilibre. 

16, Lorsque plusieurs forces sont appliquées à un 
point, il est évident qu'il ne peut arriver que deux cas : 
ou elles se font équilibre, ou elles ont une résultante 
unique (10). 

11 suit de là que deua: forces P ^ Q^ appliquées à un 
point A , et qui se font équilibre , sont directement oppo* 
sées. 

Car si elles pouvaient former un angle, en appliquant 
au point A une force — • P, égale et directement opposée 
à la force P, les trois forces P, — P et Q, auraient deux 
résultantes différentes , savoir : la force Q , puisque les 
forces P, — P se détruisent, et la force — P, puisque, 
par hypothèse , les forces P, Q se font équilibre. 



SECTION II. 

COMPOSITION DE9 FORCES QUI CONCOURENT EN UN POINT (*). 



17. Lemme. Deux forces qui concourent ont une résul- 
tante ; cette résultante est située dans le plan de leurs di' 
rectionSy et dans V intérieur de V angle qu* elles forment. 

Soient deux forces P, Q, appliquées au point A sous Fig. a. 
un angle quelconque PAQ. Puisqu'elles ne sont pas di- 



(*) Pour abréger le discours , on est dans l'usage de dire , 
forces concourantes y forces parallèles ^ pour désigner les forces 
dont les directions concourent ou sont parallèles. 
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rectement opposées Tune à lautre, elles ne peuTentM 
faire équilibre. Donc elles ont une résultante (16). 

De plus, cette résultante doit être dans le plan des corn* 
posantes : car il n'y a pas de raison pour qu elle soit diri- 
gée plutôt en dessus qu'en dessous. Enfin , elle doit être 
située dans l'angle PAQ des composantes. En effet, si l'on 
prolonge les droites PA, QA, qui représentent la direc- 
tion des forces, leur plan sera partagé en quatre espaces 
angulaires X, Y, Z, U. Or, si le point A était soumis à la 
seule force P, il serait tiré dans le sens AP , c^est-à-dire 
qu'il fuirait les espaces X, Y; de même, s'il obéissait à h 
seule force Q, il fuirait les espaces X, Z. Donc, en vertu 
de l'action simultanée des deux forces P, Q, le point A 
doit fuir les espaces X, Y, Z, et, par conséquent , se di- 
riger dans l'intérieur de l'espace angulaire U ou PAQ, 
qui contiendra donc la résultante des deux forces don- 
nées. 

18. Remarque. Lorsque [les deux composantes P^Q 
sont égales, la direction de la résultante partage en deux 
parties égales Sangle Pj4Q qu^ elles forment. 

Car il n'y a pas de raison pour que cette résultante 
fasse, avec Tune des composantes, un angle plus petit 
qu'avec l'autre. 

19. Corollaire. Lorsque t intensité d'une des deux com- 
posantes augmente, la résultante se rapproche de la direc- 
tion de la composante dont l'intensité a augmenté. 

Fig. 3. En effet, soit R la résultante des deux forces P, Q. 
Si la force P, sans cesser d'agir dans la direction AP, 
augmente d'une quantité P' et devient P + P', il est 
clair que la résultante R' des forces P+P' et Q, ne peut 
être autre que celle des forces R et P' dirigées suivant 
AR et AP'. Donc, cette résultante R' est située (17) dans 
l'intérieur de l'angle F AR , et par conséquent forme^ avec 
la composante AP\ un angle plus petit que P'AR, 
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Il suit également de là que si l'intensité de l'une des 
leux composantes diminue, la direction de la résultante 
loit s'éloigner de cette composante. 

ao* Théorème fonbamental. La résultante de deux 
^orces quelconques appliquées a un même point, sous un 
zngle quelconquey est représentée en direction et en inten- 
tîté par la diagonale du parallélogramme construit sur 
les droites, qui représentent en direction et en intensité les 
Jeux forces données. 

I. Nous allons d abord faire voir que la résultante des 
deux forces est dirigée suivant la diagonale du parallélo- 
gramme désigné, ce qui constitue la première partie du 
théorème. 

i^ Soient P, Q les forces données, représentées en Fig. 4. 
grandeur et en intensité par les droites AB, AF. Sup- 
posons Tune des forces un multiple de l'autre, par exem- 
ple, la force Q quadruple de la force P. Alors la droite 
AB sera exactement contenue quatre fois dans la droite 
AF, de sorte que si Ton divise AF en quatre parties égales, 
AC, CD, DE, EF, chacune d'elles sera égale à AB, et 
représentera une force égale à P. Par les points de divi- 
sion , C , D^ E , F, menons des parallèles à AP, et par le 
point B, une parallèle à AQ, tous les points d'intersection 
A, B, C,. • . .L étant d'ailleurs censés liés d'une manière 
invariable. Concevons la force Q remplacée par les quatre 
forces AC, CD, DE, EF, dont chacune est égale à la force 
P. Appliquons au dernier point d'intersection L une 
force Q agissant dans le sens LQ, et, en même temps, 
appliquons à chacun des points G, H, K, L, une force P 
agissant en sens contraire de la précédente; ces quatre 
forces seront détruites par la nouvelle force Q, et l'effet 
ne sera pas troublé. Enfin , appliquons à chacun des 
mêmes points G, H, K, L, et suivant les droites GC, HD, 
KE , LF, deux forces égales chacune à P, et agissant en 
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sens contraires Tune de l'autre. Ces forces se détruiront 
deux à deux y et le système ne sera pas troublé. 

Cela posé, si l'on combine la force AB ou P avec la 
force AC ou la première de celles qui ont remplacé la 
force Q, et qui est aussi égale à P, leur résultante sera di- 
rigée (i8) suivant la diagonale AG du losange ABGG, la- 
quelle . partage l'angle BAC en deux parties égales. De 
même, les forces 6B, 6C, dont chacune est égale à P, 
auront une résultante GA parfaitement égale à la pre- 
mière, et aussi dirigée suivant la même diagonale 6A du 
losange ABCG. Mais il est clair que ces deux résultantes 
AG, GA sont directement opposées, et, par conséquent, 
doivent se détruire. Donc, les quatre forces AB, AC, GB, 
GC, dont elles tiennent lieu, et qui agissent deux à deux 
aux sommets opposés A, G du losange ABCG, se détrui- 
ront complètement, et il ne restera que la force P appli- 
quée au point G suivant GP, ou, ce qui revient au même, 
puisque tous les points du système sont liés invariable- 
ment, appliquée au point C suivant la droite CG qui la 
représente. On a d'ailleurs la force Q appliquée au point 
L, et agissant dans le sens LQ. Passant alors au losange 
suivant CGHD, on répétera exactement le même raison- 
nement : la résultante des deux forces CG, CD, détruira 
celle des deux forces HG, HD, et, par conséquent, les 
quatre forces en question se détruiront complètement. 11 
ne restera donc au point H que la force P agissant sui- 
vant HP, ou , ce qui revient au même , la force DH ou P 
appliquée au point D , et d'ailleurs la force Q appliquée 
au point L. Passant au losange suivant DHKE, il en sera 
encore de même; les quatre forces DH, DK, HK, HE se 
détruiront , et il ne restera que la force P appliquée au 
point K ou au point E. Enfin , il en sera encore de même 
dans le dernier losange , de sorte que de toutes les forces 
du système, il ne restera définitivement que les deux 
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forces P, Q appliquées au point L. Donc la résultante des 
forces P| Q passera par ce point ^ mais elle doit aussi pas- 
ser parle point primitif d'application A, puisqu'elle doit 
solliciter ce point absolument de la même manière que 
les forces P, Q. Donc, elle sera dirigée suivant la diago- 
nale AL du parallélogramme ABLF construit sur les 
droites AB, AF, qui représentent les forces P, Q. 

a^ Supposons maintenant que les forces P i Q , sans 
être multiples Tune de l'autre , soient dans un rapport 
commensurable , celui de 3 à 7, par exemple; de sorte 
qu'en appelant y l'unité de force, on ait Pou AB=:3f, pj^ 5 
et Q ou AF = yL Achevons le parallélogramme ABLF, 
et par les points B', B'', qui partagent AB en trois par- 
ties égales, menons à AF les parallèles B'F', B"F'. Si l'on 
combine la force AB' ou y, première partie de la force 
P, avec la force Q, la résultante sera dirigée, d'après ce 
qu'on vient de voir, suivant la diagonale AF' du parallé- 
logramme AB'F'F. Tous les points du système étant censés 
liés invariablement, on peut donc appliquer au point F', 
extrémité de la diagonale AF\ la force AB' ou y, et la 
force AF ou Q, ce qui permettra de supprimer le pre- 
mier parallélogramme partiel. Combinons maintenant la 
force B'B" ou /, deuxième partie de P, avec la force. Q 
appliquée en F', et qu'on peut transporter au point B' 
situé sur sa direction , leur résultante sera dirigée suivant 
là diagonale B'F" du second parallélogramme partiel 
B'B"F"F, et les composantes B'B", B'F', ou/, Q, pour- 
ront s'appliquer au point F", extrémité de la diagonale 
B'F", ce qui permettra de supprimer le deuxième parallé- 
logramme partiel. Enfin , combinant de même la force 
B"B ou/, troisième partie de P, avec la force Q transpor- 
tée au point B" de sa direction, leur résultante sera diri- 
gée suivant la diagonale B"L du troisième parallélo- 
gramme partiel, et les deux composantes pourront 
M. Statique. a 
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s*appliquer au point L. On aura donc en ce point la force 
entière Q, plus la force P provenant de la somme de ses 
trois parties appliquées tout à Theure en F', F", L, et 
qu'on peut réunir au point L. Par conséquent , la résul- 
tante des forces P, Q devra passer par le point L; mais 
elle doit aussi passer par le point A : donc^ elle sera diri- 
gée suivant la diagonale AL du parallélogramme ABLF. 
Fig. 6. 3** Supposons, enfin, que les forces P, Q, toujours 
représentées par les droites AB, AF, ne soient plus 
dans un rapport commensurable. Il s*agit de montrer 
que leur résultante doit encore être dirigée suivant la 
diagonale AL du parallélogramme ABLF. En effet, sup- 
posons que la résultante, au lieu de rencontrer le côté 
BL au point L, aille couper sa direction en un point C 
plus éloigné du point B que le point L. Achevons le pa- 
rallélogramme ABGD. Si Ton conçoit qu on divise AB en 
parties égales plus petites que FD, en portant ces parties 
égales sur AD, il y aura au moins un point I de divi- 
sion entre F et D, et les droites AB, AI, seront dans un 
rapport commensurable, ainsi que les forces qu'elles re- 
présentent. Donc, d'après ce qu'on vient de voir, leur 
résultante sera dirigée suivant la diagonale AH du pa- 
rallélogramme ABHI, laquelle fait avec AQ un angle 
QAH plus grand que l'angle QAC, Mais la force AI étant 
plus grande que la force AF, la résultante AH des forces 
AI, AB, devrait (19) être plus rapprochée de AF que la 
résultante AC des forces AF, AB. Comme, au contraire, 
elle en est plus éloignée, il s'ensuit que l'hypothèse d'où 
l'on est parti est fausse, et que la résultante des forces 
P, Q ne peut rencontrer la direction du côté BL en un 
point C plus éloigné du point B que le point L. 

On démontrerait, par un raisonnement tout à fait ana- 
logue , qu'elle ne peut rencontrer BL en un point plus 
rapproché du point B que le point L. Donc , la résul- 
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tante des forces P, Q passe par le jpoint L, c'est-à-dire 
qu'elle est dirigée suwant la diagonale du parallélo^ 
gramme construit sur les droites qui représentent les deux 
forces en direction et en intensité. 

Remarque. Ainsi, étant données deux forces P, Q, Fig. 7. 
appliquées au point A et représentées par les droites 
AB, AC, on obtient la direction de leur résultante R en 
menant la diagonale AD du parallélogramme construit 
sur AB et sur AC. 

Réciproquement, étant données les directions AP^ -^Qj 
ARy de deux forces P, Q et de leur résultante fl, on peut 
déterminer le rapport des composantes Py Q. Car il suffit 
de mener, par un point quelconque D de la direction AR, 
deux parallèles, l'iine DB à AQ, l'autre DC à AP. Alors 
il est clair que le rapport des lignes AB, AC doit être 
celui des composantes P, Q, et qu'ainsi Ton doit avoir 
la proportion P : Q : : AB : AC. Car si l'on avait P est à 
Q comme AB est à une ligne AI plus grande ou plus 
petite que AC, la résultante des deux forces P, Q serait 
dirigée suivant la diagonale AK d'un parallélogramme 
ABKI différent du parallélogramme ABCD. 

IL Passons maintenant à la seconde partie du théo- Fig. 8^ 
rèrae, savoir: que la résultante de deux forces P, Q, re- 
présentées en direction et en intensité par les droites 
AB, AC, est représentée en intensité par la diagonale AD 
du parallélogramme ABCD construit sur ces forces. 

Nous savons déjà que cette résultante R est dirigée 
suivant la diagonale AD. Supposons qu'elle soit appli- 
quée , en sens contraire de son action , au point A sur 
le prolongement AK de DA , et désignons-la par R' dans 
cette nouvelle situation. Les trois forces P, Q, R' se 
feront équilibre au point A, et par conséquent l'une 
d'elles, la force Q, par exemple, sera égale et directe- 
ment opposée à la résultante des deux autres P, R'. 

a. 



SO CHAPITRE I. 

Cette résultante sera donc dirigée suivant le prolonge- 
ment AI de QA. Or si, par le point B, on mène à la 
direction AK la parallèle BI qui rencontre en I le pro- 
longement de QA, et si, par le point I, Von mène à la 
direction AP la parallèle IK qui rencontre en K la di- 
rection AK de R', les deux forces P et R' ou R seront 
entre elles, d'après la remarque précédente, comme les 
côtés AB, AK du parallélogramme ABIK, et Ton aura la 
proportion P : R :: AB : AK. Donc, puisque AB repré- 
sente Tintensité de la force P , AK représentera celle de 
la force R. Mais la figure ABIK étant un parallélogramme, 
on a BI = AK; et comme AI, prolongement de AQ, est 
parallèle à BD, il est clair que la figure IBDA est aussi un 
parallélogramme. Donc BI = AD, et par suite AD = AK. 
Donc la diagonale AD représente en intensité la résul' 
tante R des deux forces P, Q. 

21. Corollaire I. Il résulte de ce théorème que toutes 
les questions, qu'on peut proposer sur la composition de 
deux forces en une seule et sur la décomposition d'une 
force en deux autres, se ramènent à la résolution d'un 
Fig. Q. triangle. Car les trois forces P, Q, R étant entre elles 
comme les trois lignes AB, AC, AD, et le parallélo- 
gramme ABCD donnant BD = AC , il est clair que ces 
trois forces sont entre elles comme les trois côtés AB 
BD, AD du triangle ABD. De plus, à cause de l'angle 
BD A =: D AC , les trois angles de ce triangle sont ceux 
que forme la résultante avec chacune des composantes, 
et le supplément de l'angle compris entre les composantes. 
Or, un triangle étant déterminé par trois de ses six par- 
ties, pourvu qu'il se trouve au moins un côté au nombre 
des parties connues, on voit qu'étant données trois des 
six quantités suivantes, les trois forces P, Q, R, et les 
trois angles compris entre leurs directions, on pourra 
déterminer les trois autres, en résolvant le triangle 
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ABD, pourvu que Tintensité de Tune des forces soit au 
nombre des quantités données. 

On voit, en outre, que deux quelconques des (rois 
forces P, Q, R, sont entre elles en raison im^erse des 
sinus des angles formés par leurs directions avec celle de 
la troisième force. 

Car le triangle ABD donne 

AB : BD : AD :: sin ADB : sin BAD : sin ABD, 
ou bien 

P : Q : R : : sin DAC : sin BAD : sin BAC. 

Cette propriété peut également s'énoncer, en disant 
que chacune des trois forces P, Q, \{^ est comme le 
sinus de V angle formé par les directions des deux 
autres. 

Elle s'applique encore à trois forces P, Q, R', en 
équilibre autour d'un point; car Tune d'entre elles R' 
doit être égale et directement opposée à la résultante R 
des deux autres P, Q; et d'ailleurs les sinus des angles 
supplémentaires sont égaux. 

22. Corollaire II. Il résulte aussi du même théo- 
rème qu'on peut toujours décomposer une force donnée 
en deux autres^ seulement données en directionj pourvu 
que les trois directions soient dans un même plan et con- 
courent en un même point. 

Car, soient AR, AP, AQ , les directions de la force Fig-9. 
donnée R et des deux forces inconnues P, Q. Si Ton 
prend sur AR une certaine portion AD qui représente 
l'intensité de la force R , et qu'on mène par le point D 
les parallèles DB à AQ, DC à AP, on formera un paral- 
lélogramme ABCD, dont les côtés AB, AC représente- 
ront les forces P, Q. 

La grandeur de ces forces se calcule immédiatement 
par les proportions du corollaire précédent. 
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Le théorème du parallélogramme des forces offre de 
fréquentes applications dans la pratique. Par exemple, 
un bateau étant attelé d'un côté par trois chevaux dans 
Fig. 10. la direction BC, et de l'autre côté par deux chevaux, si 
Ton demande quelle direction il faut donner à ces deux 
chevaux pour que le bateau suive le courant BT, il 
suffit de décrire du point G comme centre, avec un 
rayon égal à G A. représentant la force de deux chevaux, 
un arc de cercle qui coupe le courant BT au point A, 
et d'achever le parallélogramme BCAD. Le côté BD sera 
la direction demandée (*). 

23, Remarque L Lorsque les directions des deux for' 
ces y dans lesquelles on décompose une force donnée ^ sont 
a angle droit y chaque composante égale le produit de la 
force proposée par le cosinus de V angle qu^elle forme 
avec la direction de cette composante, 

Gar, si dans les proportions du corollaire I (ai) on 
j.- suppose l'angle BAG droit et le rayon = i , ce qui donne 

sin BAG = i , sin DAG = cos BAD , et sin BAD == ces 
DAG , il vient 

P:R::cosBAD: i, Q: R:: cos DAG: i, 

d'où P=:R.cosBAD, et Q^R. cosDAG; ce qu'on 
énonce en disant que chaque composante est représentée 
par la projection de la résultante sur sa direction , ou 



(*) Le nageur emploie à son insu le même théorème. En 
agissant du pied droit , il donne une impulsion qui le rejette 
vers la gauche; en agissant du pied gauche , il donne une 
impulsion qui le rejette vers la droite : de sorte qu'en agissant 
des deux pieds à la fois , il suit la diagonale , qui est dans la 
direction de son corps. 

Il en est de même des grenouilles quand elles nagent, et des 
oiseaux quand ils volent. 
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souvent encore que chaque composante , P par exemple, 
est la résultante estimée suivant la direction AP. 
Dans le même cas on a R^ == P* + Q* , d'où 

ce qui détermine Tintensité de la résultante en fonction 
des composantes. 

a4* Remarque II. Deux forces appliquées à un même 
point y sous un angle non égal à deux droits^ ne peu^ 
vent donner une résultante nulle ^ a moins que chacune 
déciles ne soit nulle en particulier. 

Car lorsque les deux forces ne sont pas nulles, on 
peut toujours construire , sur les deux lignes qui les re- 
présentent en direction et en intensité, un parallélo- 
gramme, dont la diagonale est la résultante des deux 
forces données. 

Lorsqu'une seule des deux forces est nulle, l'autre 
force est la résultante. 

Donc la résultante ne peut être nulle que dans le 
seul cas où les composantes sont toutes deux nulles à la 
fois. 

aS. Théorème. Trois forces appliquées à un mime 
point y et représentées en direction et en intensité par trois 
droites non situées dans un même plan^ ont toujours une 
résultante qui est représentée en direction et en intensité 
par la diagonale du parallélipipède construit sur ces trois 
droites. 

Soient les trois forces P, Q, S, appliquées au point A, Fig. ii. 
et représentées par les droites AB, AG, AD, Construi- 
sons sur ces droites le parallélipipède AF. Les forces 
AB, AD auront pour résultante la diagonale AE du pa- 
rallélogramme ABED (20). Mais à cause de AC égal et 
parallèle à EF, la figure AEFC est un parallélogramme; 
donc les forces AE^ AC auront une résultante repré- 
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sentée par la diagonale AF, qui est en même temps celle 
du parallélipipède AF. Donc AF représentera la résul- 
tante des trois forces P, Q, S. 

26. Corollaire I. On 'peut toujours décomposer une 
jorce donnée en trois autres respectivement parallèles a 
trois droites données dans V espace^ mais dont deux ne 
sont point parallèles, 

Fig. II- Car soit AF l'intensité de la force donnée R; menoDS 
par le point d'application A les droites AB, AC, AD, 
respectivement parallèles aux trois droites données, et 
par le point F menons trois plans respectivement paral- 
lèles aux plans déterminés par les droites AB, AC , AD, 
on aura un parallélipipède AF, dont trois arêtes conti- 
guës AB, AC , AD seront les composantes de Ja résul- 
tante AF ou R. 

27. Corollaire IL Lorsque les directions de trois 
forces forment entre elles des angles droits , le carré de 
la résultante est égal à la somme des carrés des compo- 
santes. 

Car le parallélipipède AF devenant rectangle, les trian- 
gles ADE, AEF sont également rectangles en D et enE; 
on a donc 



AE'" = AD* + DE% AF^ = AE"* + EF^ 



d'où 



AF^'rzzAD^ + DE +EF =AB + AC +AD^ 

ou bien 

R*=P^ + Q*-+-S% 
et par suite 



R = l/P*+Q* + S^ 

On peut, comme au n° 28 , exprimer les trois compo- 
santes en fonction de la résultante et des angles qu'elles 
forment avec sa direction. Car si l'on désigne par a l'angle 
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FAB que la résultante R fait avec la composante P, en 
menant la droite FB on formera un triangle ABF qui 
sera rectangle en B et donnera i :cosa::R:P, doù 

P zz: R cos a. 

Si de même on désigne par ^ et y les angles que 
fait la résultante R avec les composantes Q, S, on trou- 
vera pareillement Q = R cos ê , S = R cos y. 

a8. Remarque. Twis forces appliquées a un même 
point ^ et non situées dans un même plan^ ne peu^^ent 
donner une résultante nulle , à moins que chacune déciles 
ne soit nulle en particulier. 

Car lorsque les trois forces ne sont pas nulles, on peut 
toujours construire, sur les trois lignes qui les repré- 
sentent, un parallélipipède dont la diagonale est la ré- 
sultante des trois forces données. 

Lorsqu'une seule des trois forces est nulle , les deux 
autres^ qui, par hypothèse^ ne sont pas en ligne droite, 
ont une résultante. 

Lorsque deux des trois forces sont nulles, la troisième 
est la résultante. 

La résultante ne peut donc être nulle que dans le seul 
cas où les composantes sont toutes trois nulles à la 
fois. 

29. Problème. Déterminer la résultante d^un nombre 
quelconque de forces appliquées à un même point et di- 
rigées d'une manière quelconque dans l'espace P 

Soient P, Q, S, T,. . . .Z les forces données. On pren^ 
dra d'abord deux quelconques d'entre elles, P, Q, par 
exemple, et comme elles sont dans un même plan, on 
saura déterminer leur résultante R (20). Le système des 
forces proposées sera donc remplacé par celui des for- 
ces R, S, T,. . . .Z, dont le nombre est moindre d'une 
unité: On prendra de même la résultante R^ des deux 
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forces R, S, et les forces proposées seront remplacées 
par les forces R,, T,. . . .Z, dont le nombre est moindre 
de deux unités. En continuant à composer ainsi de pro- 
che en proche deux forces en une seule, on parviendra 
nécessairement à une force unique R„, qui sera la résul- 
tante des forces proposées. 

3o. Remarque I. Si toutes les forces données sont 
dans un même plan , il est clair que les résultantes suc- 
cessives, et par conséquent la résultante finale^ seront 
aussi dans le même plan. 

3i. Remarque II. Dans la pratique on peut se dis- 
penser de construire en entier les parallélogrammes suc- 
cessifs, et même de mener leurs diagonales. 

Car si l'on veut d abord composer en une seule les 
Fig. 12. deux forces P, Q, représentées par les lignes AB, AC, il 
suffit de mener par l'extrémité B de Tune d'elles la pa- 
rallèle BD à l'autre force AC, et de prendre BD = AC. 
Il est évident que le point D déterminera en direction et 
en intensité la résultante cherchée. 

D'après cela, si l'on a, par exemple, cinq forces, repré- 
Fig. i3. sentées par les lignes AB, AC, AD, AE, AF, on mènera 
par l'extrémité B de Tune quelconque d'entre elles, une 
ligne BC égale et parallèle à AC; de même on mènera 
par le point G une ligne CD' égale et parallèle à AD, 
par le point D' une ligne D'E' égale et parallèle à AE , 
enfin par le point E' une ligne E'F' égale et parallèle à 
AF ; la droite AF', menée du point d'application au der- 
nier point F' ainsi obtenu, sera évidemment la résultante 
des cinq forces proposées , laquelle agit dans le sens AF'. 

Lorsque la parallèle E'F' à la dernière des forces pro- 
posées vient aboutir au point d'application A, le con- 
tour polygonal ABC'D'E'F' se ferme de lui-même , et la 
résultante AF' se réduit à zéro, c'est-à-dire que les^forces 
données se font équilibre. 
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De là résulte la proposition suivante : 

Si Von décrit dans V espace un contour polygonal dont 
les côtés successifs soient respectiifement parallèles et 
proportionnels à des forces données agissant sur un même 
point , le dernier côté de ce contour est parallèle et pro- 
portionnel à la résultante de toutes les forces ; de sorte 
que si le polygone se ferme de lui-même , la résultante est 
nulle y et les forces proposées sont en équilibre autour de 
leur point d^ application. 

32. Remarque générale. Dans tout ce qui précède, 
on a supposé les forces appliquées à un même point de 
l'espace; mais les propositions démontrées ont encore 
lieu loi*sque les forces sont appliquées à différents points 
d'un corps, pourvu que leurs directions, prolongées s'il 
est nécessaire, concourent en un même point. Car on 
peut , sans altérer l'effet des forces , transporter leurs 
points d'application au point de concours. 

Par conséquent , si plusieurs forces ont des directions 
qui concourent en un point y ou bien elles ont une résul" 
tante unique ^ ou bien elles se font équilibre. 

Dans ce dernier cas, chaque force est égale et directe- 
ment opposée à la résultante de toutes les autres. Lors- 
que les forces données ont une résultante unique, on leur 
fait équilibre en appliquant au point de concours une 
force égale et directement opposée à la résultante. 
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COMPOSITION DES FORCES PARALLÈLES. 



33. Théorème. Lorsque deux forces parallèles y agiS" 
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sant dans le même sens, sont appliquées h deux points liés 
entre eux d'une manière im^ariable ^ i° ces forces ont tou- 
jours une résultante unique , parallèle à leur direction, 
égale à leur somme et agissant dans le même sens ; 2° la 
direction de cette résultante divise la droite qui joint les 
points d'application , en deux parties réciproquement pro- 
portionnelles aux intensités des composantes. 
Fig. i4* Soient les deux forces parallèles P, Q, appliquées 
l'une au point A, lautre au point B d'une droite rigide 
AB , et représentées par les lignes AC , BD. 

i" Prenons des deux côtés de AB , et sur son prolon- 
gement, deux longueurs égales Aa, Bi, pour représenter 
deux forces égales et contraires. La force AC ou P pourra 
se décomposer en deux forces, Tune Aa, l'autre Ac, 
déterminée en intensité et en direction par le côté Ac 
du parallélogramme AaCc , construit sur Aa comme coté, 
et sur AC comme diagonale. De même la force BD ou Q 
pourra se décomposer dans les deux forces Bi, B^?, re- 
présentées par les côtés du parallélogramme BôDrf. Or 
les deux forces Aa, Bè se font équilibre, puisque leurs 
points d'application A, B sont invariablement liés entre 
eux. Donc le système des deux forces P, Q pourra se 
remplacer par celui des deux forces Ac, B^?, qui, étant 
situées entre les parallèles AC, BD , avec lesquelles 
chacune a un point commun, doivent nécessairement se 
rencontrer en un point O, compris entre les mêmes 
parallèles. Par conséquent, si l'on suppose le point O lié 
invariablement avec les points A et B, on pourra le 
prendre pour point d'application commun aux deux 
forces Ac, Brf, qui viendront en Oc et Od' . Menons 
maintenant par le point O une parallèle a!b' à AB, et 
appliquons au point O, suivant cette parallèle, deux 
forces contraires Oa', Ob' égales entre elles et aux forces 
Aa, Bi, l'effet des deux forces Oc', Od' ne sera pas 
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troublé. Nous aurons donc alors les quatre forces Oa', 
Oc', Ob\ Oefj respectivement égales aux quatre forces 
primitives A«, Acy Bi, Brf, et parallèles à ces forces ou 
de même direction , mais appliquées au même point O. 
Par conséquent les deux forces Oa, Oc' auront une ré- 
sultante OC égale et parallèle à la force AC ou P, et 
agissant dans le même sens ^ de même les deux forces 
Ob' y Od' auront une résultante OD' égale et parallèle à 
BD ou Q. Ainsi le système des deux forces données P, Q 
se trouve remplacé par celui des deux forces OC, OD', 
qui, ayant la même direction, peuvent se composer en 
une seule force R égale à OC + OD' ou à P -1- Q. 

Donc, 1° les deux forces proposées P, Q ont une re- 
sultante R unique , parallèle à leur direction , égale à 
leur somme ^ et agissant dans le même sens que ces forces, 

7? Pour déterminer le point L, où la direction de la 
résultante rencontre la droite AB, nous remarquerons 
que les triangles «AC, iBD étant respectivement sem- 
blables aux triangles ALO, BLO , on a les proportions 

«A: AL::ACouP:LO (i) 

LB:Bè::LO:BDouQ 

ou bien , à cause de Bb = aK , 

LB:aA::LO:Q (2) 

Multipliant les proportions (i) et (2) terme à terme , il 

vient 

LB : AL : : P : Q. 

Donc, 2° la direction de la résultante R dis>ise la 
droite AB , qui joint les points d'application A , B des 
composantes , en deux parties AL , LB, réciproquement 
proportionnelles aux intensités des composantes P, Q. 

34. Corollaire L Les directions de deux forces pa- 
rallèles de même sens et de leur résultante étant rencon' 
trées par une droite quelconque donnée de position, cha- 
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cune des trou forces est proportionnelle à la portion de la 
droite comprise entre les deux autres. 
(^Fig. i5. j Car soient les deux forces P, Q et leur résultante R, 
dont les directions sont rencontrées aux points A, B, L, 
par la droite AB, on aura (33, 2?) la proportion 

P:Q::LB:AL, 
d*où 

P:P+Q:;LB:AL + LB, 
ou 

P:R :;LB:AB. 
On a de même 

Q : R : : AL : AB. 

Ce corollaire n'est qu'un autre énoncé de la seconde 
partie du théorème. 

35. Corollaire II. Les six quantités P, Q, R, AL, 
LB, AB, étant liées entre elles par les trois équations 

(i) R = P + Q, 

(2) AB=AL + LB, 

(3) P.AL = Q.LB, 

il est clair qu'on pourra déterminer trois d'entre elles, 
lorsqu'on connaîtra les trois autres, poun^u que les trois 
quantités connues ne soient pas y ou les trois intensités 
P, Q, R, ou les trois distances AL, LB, AB ; car dans l'un 
et l'autre cas, les trois équations ci-dessus, se réduisant 
réellement à deux, ne donneraient que les rapports des 
trois quantités inconnues. 

Si l'on donne, par exemple, P, Q, LB, on aura, par 
les trois équations précédentes, 

P = R-Q, 

^^ — BZZq' 
AB = AL + LB. 

6, Théorème. Lorsque deux forces inégales et parai- 
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lèles^ agissant en sens contraireSy sont appliquées à deux 
points liés entre eux (Tune manière invariable^ i° ces 
forces ont une résultante unique , parallèle a leur direc- 
tiony égale a leur différence^ et agissant dans le sens de 
la plus grande ; i^ la direction de cette résultante ren- 
contre le prolongement de la droite qui joint les points 
(Inapplication des composantes en un point dont les dis- 
tances aux points d^ application des composantes sont ré- 
ciproquement proportionnelles à leurs intensités. 

Soient les deux forces parallèles P, Q, dont la plus iFig. 16. 
grande est P, et soient A, B leurs points d'application. 
I® Décomposons (33) la force P en deux autres paral- 
lèles à sa direction , Tune Q' égale à Q et appliquée au 
point B, TautreP— Q appliquée au point inconnu L 
du prolongement de ÂB. La distance AL de ce point au 
point A sera donnée (34) par la proportion 

Q:RouP— Q::AL:AB, 
d'où 

On pourra donc remplacer le système des forces P , Q , 
par celui des forces P — Q, Q, Q'. Or les forces Q, Q' 
étant égales et directement opposées, se détruisent, et 
il ne reste plus que la force P — Q appliquée au point 
L. Donc les deux forces données P, Q ont une résul- 
tante R égale à leur différence , et agissant dans le sens 
de la plus grande composante. 

2t** La direction de la résultante doit rencontrer le prolon- 
gement de AB en un poin t L, tel que Ton ait AL : AB : : Q : R, 
d'où ALh- AB : AL : : Q + R : Q, ou, ce qui revient au 
même, LB:LA::P:Q(*). 

On a aussi LB : AB : : P : R. 

(*) La même proposition peut s'établir directement par une 
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37. CoRoliLÂiRE. Les six quantités P, Q, R, AL, BL, AB, 
étant liées entre elles par les trois équations 

(,) R=P-Q, 

(2) AB=BL — AL, 

(3) P.AL=Q.BL, 

il est clair qu'on pourra déterminer trois d'entre elles, 
lorsqu'on connaîtra les trois autres, pourvu que les trois 
quantités connues ne soient pas, ou les trois intensités 
P, Q, R, pu les trois distances AL, BL, AB; car^ dans 
l'un et l'autre cas , les trois équations ci-dessus , se ré- . 
duisant réellement à deux, ne donneraient que les rap- 
ports des trois quantités inconnues. 

38. Remarque L On peut réunir les équations des 
n^ 35 et 37 au moyen du double signe zii, ce qui donne 
les trois suivantes 



démonstration absolument conforme à celle que nous avons 
donnée pour le théorème n" 33 , et qu'on peut même suivre 
sur la figure 17, où nous avons indiqué les mêmes lettres. Il 
restera seulement à faire voir que les forces auxiliaires Ac,Brf 
doivent nécessairement se rencontrer. En effet, si sur Ac on 
prend Ay^BDet qu'on achève le parallélogramme Aoya, les 
triangles Aya, DBb seront égaux et semblablemcnt placés; donc 
l'angle -^olA, ou son égal akoL, égalera Tangle B6D ou ABd. Ainsi 
les ligues Act^Bd sont parallèles, et par conséquent Bd ren- 
contre eu un point O la droite cA prolongée au-dessous de AB. 
On fera voir, comme dans la démonstration citée, que le sys- 
tème des forces données P, Q peut se remplacer par celui des 
deux forces OC, OD', qui , ayant la môme direction et agissant 
en sens contraires, ont une résultante R =:: P — Q. 

Prolongeant la direction OC jusqu'à sa rencontre avec la 
droite AB au point L, on formera les triangles OLA, OLB, 
qui seront respectivement semblables aux triangles r/AC, bBB, 
et Von en déduira, comme plus haut (33, %"*) , LB : LA : : P : Q. 
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(i) R = PitQ, 

(2) AB=BL±AL, 

(3) P.ALzizQ.BL, 

au moyen desquelles on peut résoudre toutes les ques- 
tions relatives à la composition et à la décomposition de 
deux forces parallèles agissant dans le même sens ou en 
sens contraires, pourvu que, dans ce dernier cas, les 
deux composantes soient inégales. 

39. Remarque IL Lorsque les deux composantes P, Q 
sont égales , la résultante devient nulle ^ et la distance de 
son point d application y qui est donnée (36) par la formule 

AL = p *^ , devient infinie. Ce résultat signifie que le 

système de deux forces parallèles^ égales et de sens con- * 
trairesy ne peut être remplacé par une force unique* La 
figure 17 montre, en effet, que les deux parallélogrammes 
AaC^, BéD</, dont les forces P,Q sont les diagonales, 
deviennent égaux, le premier se confondant alors avec 
Aaya, dont la diagonale Ay=BD, et dont le côté Aa 
est parallèle à B^; par conséquent le système des deux 
forces parallèles proposées Ay, BD se transforme, non . 
plus en deux forces Kc^ Bd concourantes au point O, 
mais en deux forces Aa, Bd, parallèles, égales et con- 
traires, comme les forces proposées. 

Au reste, ce cas particulier constituant l'un des prin- 
cipes les plus importants de la Statique, nous allons le 
démontrer directement. 

40. Principe. Deux forces parallèles , égales et con- 
traires ^n^ ont pas de résultante unique j c'est-à-dire qu'une 
seule force ne peut leur faire équilibre. 

Car soient P, — P, les forces données; supposons Fig. x8« 
qu'elles puissent avoir une résultante R située d'une ma- 
nière quelconque, et appliquée en un point C. Joignons 
le point C et le milieu L de AB par la droite CL que nous 
M. Statique. 3 
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prolongerons d'une quantité LD = CL, et appliquons au 
point D une force — R égale à R, parallèle et contraire. 
11 est évident que tout sera semblable de part et d autre 
de la ligne AB, et que les forces P,— P ne pourront avoir 
une résultante R, sans que les mêmes forces admettent 
aussi pour résultante la force — R, située à l'égard des 
forces •— P, P, comme R Test par rapport à P, — P. Or 
une force R', égale et directement opposée à R, faisant 
équilibre aux forces proposées P, — P, devrait aussi feire 
équilibre à leur résultante — R; ce qui est impossible, 
puisque les deux forces R', — R, parallèles et agissant 
dans le mênie sens, ont toujours une résultante égale à 
leur somme (33). 

L'ensemble de deux forces P, — P, égales, parallèles 
et contraires, mais non appliquées au même point, se 
nomme couple, Donc^ un couple h^a pas de résultante^ 
c'est-à-dire qu^unejorce unique ne peut lui faire équilibre, 
4i. Corollaire. 11 résulte de ce principe que deux 
jorces quelconques^ non directement opposées l'une à 
Vautre , ne peui^ent Jamais se faire équilibre, 
Fig. ig. Car si les deux forces P, Q pouvaient se faire équilibre, 
en appliquant au point B deux forces contraires S, S', éga^ 
les et parallèles à P, les quatre forces P, Q, S, S' se 
feraient encore équilibre. Or les forces Q , S' ont une 
résultante R (ao); donc une force unique R ferait équi- 
libre au couple P, S, ce qui est impossible, comme on 
vient de le voir. 

42. Problème. Déterminer la résultante â^vn nombre 
quelconque de forces parallèles , appliquées aux différents 
points d'un système quelconque de figure inuanab/e? 
I. Supposons d'abord que toutes les forces données 

Fig. 20. P, P', P') P" agissent dans le même sens. Deux 

quelconques P, P' d'entre elles étant situées dans un 
même plan, on pourra (33) prendre leur résultante 



COMPOSITION ST DIBGOMPOSITION DBS FORCSS. 3S 

• :=s P + P, et déterminer son point d'application L . 
m divisant AB en deux parties réciproquement propor- 
tionnelles aux forces P, P. De même, les deux forces r, 
P" auront une résultante r' = r H- P" = P + F -f- P", 
et Ton déterminera son point d'application V en divi- 
sant la droite menée du point L au point G en deux 
parties réciproquement proportionnelles aux forces r, 
V". Les forces r\ P*' auront pareillement une résultante 
r " = r' + P" = P + F + F'+ P'% dont le point d'ap- 
plication h" divisera la droite L'D en deux parties réci- 
proquement proportionnelles aux forces r', P^; ainsi 
de suite , jusqu'à ce qu'on ait épuisé toutes les forces 
données. Par conséquent , ces forces auront une résul- 
tante R=P + F + P"+P''+ etc., dont le point 
d'application K divisera la droite joignant ceux de l'a- 
vant- dernière résultante partielle et de la dernière com- 
posante en deux parties réciproquement proportion- 
nelles à ces deux forces. 

II. Supposons maintenant que , parmi les forces pa- 
rallèles données, les unes agissent dans un sens, et les 
autres dans le sens opposé. On prendra, comme on 
vient de le voir, la résultante r de celles qui agissent 
dans un même sens, et la résultante r' de toutes celles 
q|ii agissent dans le sens opposé. Le système proposé 
sera donc réduit à deux forces r, r\ parallèles et de 
gens contraires. Cela posé, 

I* Si les deux forces r, r' sont inégales , elles auront 
une résultante R parallèle à leur direction , égale à leur 
différence , et agissant dans le sens de la plus grande. 
Alors R sera la résultante du système proposé. 

a° SI les deux forces r, r' sont égales et directement 
opposées, la résultante est nulle, et les forces données 
se font équilibre. 

3* Si les deux forces >, r' sont égales, sans être direc- 

3. 
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tement opposées, le système n a pas de résultante uni-* 
que, mais se réduit au couple déterminé par les deux 
résultantes partielles. 

43. Corollaire I. Il suit de là que la résultante dHun 
nombre quelconque de forces parallèles est égale a P excès 
de la somme des composantes qui tirent dans un sens sur 
la somme de celles qui tirent dans le sens contraire ^ c'est- 
à-dire qu elle est égale à la somme algébrique de toutes 
les forces données. 

Lorsque cette somme n*est pas nulle , les deux résul- 
tantes partielles r, r' sont inégales; et, par conséquent, 
le système proposé a une résultante unique. Mais quand 
la même somme est nulle, le système est en équilibre 
ou se réduit à un couple, suivant que les deux résultan- 
tes partielles sont ou ne sont pas directement opposées. 

44* Corollaire II. Si des forces paralteles et de même 
sens tournent en même temps autour de leurs points 
d'application , en consentant leurs intensités et leur pa^ 
rallélismCy les résultantes générales, qu^on trompera datis 
chaque position du système^ passeront toutes par un même 
point. 

Car d'après la construction indiquée (4a, fig. 20), la ré- 
sultante de toutes les forces parallèles P, P', P", etc., doit 
évidemment, quelle que soit la position du système, s'ap- 
pliquer au point K, dont la détermination ne dépend en 
aucune manière de la direction des composantes, et qui 
reste ainsi la même quand cette direction vient à changer. 

Ce point remarquable, par lequel passent toutes les 
résultantes successives , se nomme le centre des forces 
parallèles. Sa considération est d'une grande impor- 
tance dans toutes les questions relatives à l'équilibre des 
corps pesants (i3a). 

Lorsque tous les points d application des forces don- 
nées sont dans i|n même plan, il résulte de la nature du 
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centre des forces parallèles, que ce point, s'il existe, 
doit aussi se trouver dans le même plan. 



SECTION IV. 

OOMPOSinOIf DES FORCES DmiGÉES D'UNE MANIÈRE QUELCONQUE DANS UN PLAN. 



45. LÊMME. Lorsque trois forces au moins sont dirigées 
iTune manière quelconque dans un plan , et appliquées à 
des points liés entre eux d'une manière invariable y deux 
d^ entre elles ont toujours une résultante unique. 

En effet , deux forces situées dans un même plan 
n'ont pas de résultante dans le seul cas où elles sont pa- 
rallèles , égales et de sens contraires. Mais si Tune des 
trois forces que Ton considère est égale , parallèle et de 
sens contraire à chacune des deux autres , celles-ci doi- 
vent nécessairement agir dans le même sens, et, par 
conséquent , avoir une résultante j ce qui démontre le 
principe énoncé. 

^6. Théorème. Un nombre quelconque de forces diri- 
gées ^ comme on voudra ^ dans un même plan y et appli"- 
quées à des points liés entre eux d'une manière invariable^ 
peuvent toujours se réduire a une résultante unique ou à 
un couphy à moins qu'elles ne se fassent équilibre. 

En effet , parmi les forces données , on pourra tou- 
jours (45) en prendre deux qui ne soient pas à la fois 
égales, parallèles et de sens contraires; on saura donc 
les composer en une seule, et le système proposé sera 
remplacé par un autre système ayant une force de 
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moins. Si ce nouveau système a plus de deux forces , 
on pourra de méole en choisir deux qui ne donnent pas 
de couple ; et l'on déterminera leur résultante; ainsi de 
suite , jusqu'à ce qu'on ait remplacé le système proposé 
par deux forces P, Q. 

Maintenant il peut se présenter trois cas : 

1° Si les forces Py Q ne sont pas à la fois égales y pa^ 
rallèles et de sens contraires , elles auront une résultante 
unique^ qui sêra eéllê du système proposé. 

2° Si les forces P^ Q sont égales y parallèles et de sens 
contraires, le système proposé donnera lieu à un couple. 

3° Si les forces jP, Q sont égales et directement oppo- 
sées ^ les forces données se feront équilibre y et réciproque- 
ment. 

47. Remarque. Lorsque les forces proposées ont une 
résultante^ on peut toujours leur faire équilibre au 
moyen d'une seule force égale et directement opposée 
à cette résultante. 

Donc réciproquement , si une seule force fait équi- 
libre aux forces proposées , celles-ci ont nécessairement 
une résultante égale et directement opposée à la force 
qui leur fait équilibre. D'où il suit que, lorsqu'une force 
fait équilibre à plusieurs autres situées dans un plan, eue 
doit également se trouver dans le même plan, 

48. Théorème. Lorsque trois forces se font équilibre , 
leurs directions sont nécessairement 1° dans un même 
plany 2® parallèles ou concourantes en un même point. 

Fig.2i* Soient les forces P, Q, R, représentées par les droites 
AB, CD, EF, et se faisant équilibre. 

1^ Si ces trois droites n'étaient pas situées dans un 
même plan , qn pourrait évidemment les couper par UP 
plan tel que les trois points d'intersection ne fussent pas 
en ligne droite. Il s'agit donc de démontrer qu'un plan 
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quelconque MN rencontre les lignes AB, CD, £F^ en 
trois points Â, C^ E, toujours en ligne droite. 

A cet effet, concevons les forces P, Q, R, appliquées 
aux points d*intersection A, G, Ë, prenons à volonté un 
point G situé hors du plan MN , et menons les droites 
AG, CG, EG. On pourra décomposer chacune des trois 
forces P, Q, R en deux autres , de manière que les pre- 
mières composantes p y q^ r soient situées dans le plan 
MN, et que les secondes composantes /?', y', r' soient di- 
rigées suivant AG , EG , CG ; par exemple , pour trouver 
les composantes py p de P, on mènera par le point B 
la parallèle B& à AG, laquelle parallèle rencontre le plan 
MN au point i, ce qui donnera la composante Ab ou /?, 
et Ton aura la composante p en prenant sur AG une 
longueur Ai'=Bi; on déterminera de même les compo- 
santes de Q et de R. Maintenant comme, par hypothèse, 
les forces P, Q, R se font équilibre, il faut que chacun 
des systèmes de leurs composantes soit séparément en 
équilibre; car si le système p\ q\ r\ par exemple, ne 
s'annulait pas , il aurait une résultante située hors du 
plan MN, et qui ne pourrait donc pas faire équilibre aux 
trois autres composantes py q^ r^ situées dans ce plan 
(47)- Ainsi les trois forces/?', y', r' se font équilibre, et, 
par conséquent, Tune quelconque d'entre elles est di- 
rectement opposée à la résultante des deux autres. Donc 
leurs trois directions GA, GË, GC sont dans un même 
plan , et, par suite , les trois points A, E, C, étant situés 
sur l'intersection des deux plans MN , AGC , se trouvent 
en ligne droite. 

^à"" Les trois forces P, Q, R, étant ainsi dans un même 
plan , deux d'entre elles P, Q sont parallèles ou concou- 
rantes. Si elles sont parallèles, leur résultante devant être 
à la fois parallèle à leur direction, et directement op- 
posée à la troisième force R, les trois forces P, Q, R se- 
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ront donc parallèles. Si les forces P, Q concourent, leur 
résultante devant à la fois passer par leur point de ren- 
contre, et se trouver directement opposée à la troisiàne 
force R, les trois forces P, Q, R concourront donc en 
un même point. 



SECTION V. 

COHPOSmON DES FORGES DIRIGÉES D*UNE M4NIÈRE QOELOONQOE DANS L*8SrA(X. 



49. Lemme I. Deux forces non situées dans un même 
plan ne peui^ent avoir une résultante unique. 

Car si les deux forces données P, Q pouvaient avoir 
une résultante R , une force — R égale et directement 
opposée à R ferait équilibre aux deux forces P, Q; donc 
(48, a°) les directions de P, Q, — R seraient parallèles 
ou concourraient en un même point, et par conséquent 
les forces P , Q seraient dans un même plan. 

50. Lemme II. Deux forces y non situées dans un même 
plan y peuvent toujours être remplacées 1^ par deux forces 
dont Vune soit appliquée à un point donné dans Pespace; 
2° par un couple et par une force appliquée à un point 
donné y ce point étant d'ailleurs lié d'une manière invaria- 
ble au système proposé. 

Fig. aa. Soient P, Q les forces données, et O le point donné 
dans Tespace. 

1® Par le point O et par les directions des forces P, Q 
faisons passer deux plans OAE, OCE, et par un point 
quelconque E de leur intersection , menons un plan M N 
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qui rencontre les directions des forces aux points A et C, 
que nous prendrons pour leurs points d application. Dé- 
composons (comme au n"" 48) chacune des forces P, Q 
en deux autres, les premières composantes /?, q^ situées 
dans le plan MN, les secondes p\ q'y dirigées suivant 
AO, GO. Comme celles-ci concourent au point O, elles 
auront une résultante P', appliquée à ce point. Les autres 
composantes/), q, étant évidemment dirigées suivant les 
intersections AE, CE des plans AOE, GOE avec le plan 
MN, auront une résultante Q' appliquée au point de 
concours E. Donc le système des forces P , Q peut être 
remplacé par celui des deux autres P', Q', dont l'une P' 
passe par le point donné. 

a? Les forces P, Q étant remplacées par les forces 
P', Q', appliquons au point O deux forces Q,, — Q„ tou- 
tes deux égales et parallèles à Q', mais directement op- 
posées entre elles , le système ne sera pas troublé. Or 
les forces P', Q,, ont une résultante R passant par leur 
point d'application O. Les forces Q', — Q, étant égales, 
parallèles et non directement opposées, forment un cou- 
ple. Donc le système proposé P , Q , peut se remplacer 
par un couple Q', — Q,, et par une force R appliquée 
au point donné. 

5 1 .Remarque L La résultante des forces P', Q', trans^ 
portées parallèlement à elles-mêmes en nn point quelcon- 
que de V espace^ est la même que celle des forces P, Q 
transportées au même point. 

Car si Ton applique à ce point deux forces P", Q^' 
égales et parallèles à P, Q , puis deux forces P'", Q*^ 
égales et parallèles à F, Q', on pourra décomposer P*' 
en deux forces/;,, y^, égales et parallèles aux forces/?', 
q' du n"* 5o, et Q'" en deux forces /?, , q^ égales et paral- 
lèles à/7, q. Or, les forces/?,, /?, ont évidemment pour 
résultante la force P", c'est-à-dire la force P transportée. 
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et de même les forces q^^ q^ ont pour résultante la fofoe 
Q" ou la force Q transportée. Donc le système F', Q'', 
ou P, Q transporté , a la même résultante que le système 
P'", Q*', ou F', Q' transporté. 

Jl suit de là que , dans le second cas du n^ 5o, la forte 
li est également la résultante des forces P, Q tl'SlnspQ^ 
tées parallèlement à elles-mêmes au point donné. 

59* RpMABQuis 11. Cette démonstration s'appUqu^ éga- 
lement au cas particulier où les d^ux forces dopnéf^ 
/Ipnt dans un même plan, 

^3. Théorème. Un nombre quelconque de forces ^ di- 
rigées arbitrairement dans V espace y peuvent toujours se 
réduire a deux forces au plus ^ situées ^ en général, dons 
des plan^ différents. 
f'ig. 23. Soient P, Q, S, etc., les forces données. Menotis lin 
plan SIN qui rencontre leurs directions en des points 
A, fi, G, etc.^ que nous joindrons à un point quelconque 
0, situé hors du plan MN, par les droites AO, BO, 
CO, etc. Décomposant, comme aux n^> 48 ^^ So, cha- 
cune des forces P, Q, S, etc., en deux, les unes/i, q^s... 
situées dans le plan MN, les autres p\ 9', ^, • • • dirigées 
Suiv4nt les droites AO , BO , GO , . . . Gomme celles-ci 
concourent au point O , elles auront une résultante R' 
appliquée à ce point. Les autres composantes /i, 9, ^ ,... 
étatit situées dans un même plan, se réduiront (46) à 
Une résultante R ou à un couple (R^ , — R,). Mais dans 
ce dernier cas , on pourra décomposer R' en deux forces 
r, r\ dont Tune r soit parallèle à Rj. Or, les trois forces 
parallèles R,, r, — R^, dont la somme n*est pas nulle, au- 
t*dnt nécessairement une résultante r" ; et alors il ne 
restera plus que les deux forces r, r''. Par conséquent, 
les forces proposées se réduiront toujours soit aux deux 
forces R, R', soit aux deux forces r\ r", qui, en général, 
ne seront pas dans un même plan. 
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Parmi les cas particuliers qui peuvent se présepler, 
nous distinguerons les trois suivants : 

i^ Si les deux résultantes partielles sont situées daf^ 
un même plan y sans être à la J'ois égales y parallèles ef 
de sens contraires ^ les forces proposées auront une résuU 
tante unique, 

a* Si les deux résultantes partielles sont a, la fois éga* 
Ipê ^ parallèles et de sens contraires^ les forces proposée^ 
se réduiront a un couple. 

Il en sera de même lorsque les premières composantes 
sç réduiront à un couple, et qu'en même tenips le^ au- 
tres composantes se feront équilibre. 

3** Si chaque système de composantes est séparément 
en équilibre , le système proposé sera de même er^ équi- 
libre. 

Réciproquement; si les forces proposées se font équir 
libre , il en sera de même de chaque système de cçmpO' 
santés. 

Car si Tun des systèmes de composantes avait upe ré- 
sultante, comme celle-ci serait située hors du plan qui 
contient l'autre système, elle ne pourrait lui faire équi- 
libre (47)5 et, par conséquent, les forces proposées ne 
seraient pas en équilibre , comme on Ta supposé. 

54. Remarque I. Deux forces, dirigées d'une manière 
quelconque dans l'espace, pouvant toujours se remplacef 
par deux autres , dont l'une soit appliquée à un point 
donné (5i), il résulte du théorème précédent qu'i^/i 
nombre, quelconque de forces dirigées arbitrairement dans 
V espace peuvent toujours se réduire à deux forces^ dont 
l'une soit appliquée à un point donné, 

55. Remarque II. La proposition précédente , ayant 
lieu pour des forces dirigées arbitrairement dans l'es- 
pace, doit également s'appliquer à celles dont les direc- 
tions sont parallèles. 
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Donc, un nombre quelconque de forces^ ayant dans Ves- 
pace des directions parallèles^ peuvent toujours se ri' 
duire à deux forces j dont l'une soit appliquée à un point 
donné. 

Au reste, cette proposition peut s établir directement 
ainsi qu'il suit : 
Fig. a4* Menons un plan MN qui rencontre les forces données 
P, Q, S,. • • en des points A, B, C. . .; par le point 0, 
donné hors du plan MN, menons à la direction commane 
de ces forces la parallèle OD qui rencontre le plan MN 
au point D, et joignons les points O et D aux points A, 6, 
C,. . . par les droites OA, OB, OC. . ., DA, DB, DC,. .. 
Cela posé , décomposons chacune des forces P, Q, S,,., 
en deux autres, les premières composantes/?,^, 5... 
situées dans le plan MN suivant les droites DA, DB, 
DC . . ., les secondes composantes/;', q\ /,. . . dirigées 
suivant les droites AO, BO, CO,. . . . Les premières se 
réduiront à une force unique R appliquée au point D, 
et les secondes à une force unique- R' appliquée au 
point O. 

De plus, cette force R' ne sera jamais nulle lorsque le 
système proposé ne sera pas en équilibre: car autrement 
ce système aurait pour résultante la force R située dans 
le plan MN ; or, la résultante de plusieurs forces paral- 
lèles doit être parallèle à la direction commune. 

56. Théorème. Lorsqu'un système de forces est en 
équilibre , si l'on décompose chacune d'elles en deux aU" 
très , les unes situées dans un même plan , les antres pa- 
rallèles à une même droite ^ chaque système de compo- 
santes doit être séparément en équilibre, 
Fig. îi5. Soient P, Q, S,. . . les forces données, p^q^ Sy. , , les 
composantes situées dans le plan MN , et p\ q'y /, . . . 
les composantes parallèles à la droite donnée ZZ'. D'a- 
bord ces dernières composantes doivent se faire équi- 
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libre ^ car autrement on pourrait (55) les remplacer par 
deux forces, Tune R située dans le plan AIN , Tautre R' 
dirigée hors du plan MN , et qui ne peut jamais être 
nulle. Or, une force ne peut faire équilibre à d'autres 
situées dans un plan , à moins d être comprise dans le 
même plan (47) : donc les composantes /? , q^ j,. • • sont 
en équilibre; et, par conséquent, il en est de même des 
composantes p\ q\ s\. . . auxquelles se réduit le système 
proposé. 

57. Remarque I. Lorsque la droite ZZ' est perpendi- 
culaire au plan MN, les composantes p\ q\s\. . . sont 
aussi perpendiculaires au même plan , et , par suite , aux 
composantes p^ q ^ s^. , . Dans ce cas, les composantes 
Pj q/ /. . . sont les projections des forces P, Q, S,. . . 
suivant leur propre direction (23). Or, la somme de ces 
composantes doit être nulle , puisqu'elles se font équi- 
libre (43)* Donc la somme des projections des forces P^ 
Q^ S,. . . sur la droite ZZ', qui égalent évidemment les 
composantes p\ q\ s',, . , est nulle aussi. Donc 

Si l'on projette sur une droite quelconque des forces en 
équilibre dans P espace, leurs projections représenteront 
des forces également en équilibre, 

58. Remarque II. Dans le même cas, les composantes 
p^q^s,., . sont les projections des forces P, Q, S,. .. sur 
le plan MN. Donc 

Si Von projette sur un plan quelconque des forces en 
équilibre dans V espace , leurs projections représenteront 
des forces également en équilibre. 

59. Théorème. Lorsque des forces situées dans F espace 
ont une résultante , sa projection sur une droite , ou sur 
un plan, est la résultante des projections des forces pro'- 
posées sur la même droite^ ou sur le même plan. 

Car si Ton applique, suivant la direction de la résul- 
tante R des forces P, Q, S. . ., une force — R égale ft 
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directement opposée à R, le système- — R, P, Q, S, 

sera en équilibre. Donc (57) les projections de toutes les 
forces du système sur une droite XX' représenteront des 
forces en équilibre; et, par conséquent, la projection de 
• — R sera égale et directement opposée à la résultante 
des projections de P, Q, S. . ., qui sera donc la projec- 
tion de la résultante +R des forces proposées. 

La démonstration est absolument la même, lorsque 
les forces dont il s'agit sont projetées sur un plan. 

60. Théorème. Lorsque des forces situées dans Pespace 
n^ont pas de résultante unique , si Von projette sur une 
droite quelconque les forces proposées y et les deux forces 
auxquelles on peut toujours les réduire , la somme des 
projections de ces deux dernières forces est égale à la 
somme des projections des forces proposées. 

Car soient R, R', les deux forces auxquelles les forces 
données P, Q, S,. . . peuvent toujours se réduire (53), 
et r, r\ p, y, Sy . . leurs projections sur une droite quel- 
conque XX'. Si Ton applique suivant les directions de 
R et de R', deux forces — R, — R', qui leur soient res- 
pectivement égales et opposées, le système — ^R, — R', 
P, Q, S, . . . sera en équilibre. Donc la somme des pro- 
jections des forces de ce système sur la droite XX' sera 
nulle (57). Comme les projections de — R et de — ^R' 
doivent évidemment être égales et de signe contraire 
aux projections r, r de R et de R', elles seront donc 
— r, — r', et, par conséquent, Ton aura 



d'où r+r =zp 4- y -f- ^ 4- • • «^ 

ce qui démontre le théorème. 

61. Corollaire I. Si Von transporte les forces R, R', 
P, Q, S, . . . parallèlement à elles-mêmes en un point quel" 
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conque de F espace^ les forces R, R', y auront la même ré- 
ultante que les forces P, Q , S, . . . 

Car la relation r + r=ip +q + s + .. . montre que 
a projection r + r' de la résultante des forces R et R' 
»ur tous les axes possibles ^ égale la projection/? +^-f- ^ 
-§-... des forces P, Q, S,. .. Par conséquent, les deux 
résultantes , qui d'ailleurs passent par un même point , 
doivent se confondre en une seule. 

62. Corollaire II. Si Von décompose chacune des forces 
R , R', P, Q , S , . . . ^« trois autres respectivement paraU 
lèles à trois axes menés par un point quelconque de l'eS' 
pace, la somme des composantes cfe P, Q , S, . . . parai- 
lèles à chaque axe , sera égale a la somme des compO' 
sarites de R et de R', parallèles au même axe. 

Car pour opérer la décomposition des forces , on peut 
les transporter toutes parallèlement à elles-mêmes au 
point donné O , ce qui ne doit altérer en rien chaque 
composante. Mais alors les forces R, R', ayant, d'après 
le corollaire précédent, la même résultante que les forces 
P, Q , S . . . , il est clair que la somme des composantes 
des forces P, Q, S, . . . suivant chaque axe égalera la 
somme des composantes de R et de R', suivant le même 
axe. Ainsi en appelant X, Y, Z, les sommes des compo- 
santes de P, Q , S , . . . suivant les trois axes donnés OX, 
OY, OZ, et nommant a;, x\ J, j', ^, z\ les composantes 
de R et de R'- suivant les mêmes axes, on aura 

a?4-^ = X, 7+/= Y, z + 7l=:Z. 

Dans le cas particulier où les axes OX, OY, OZ , sont 
rectangulaires, x-^-x^ J+J) z+z et X, Y, Z sont les 
sommes des projections de R , R' et des forces P, Q, 
S , . . . sur les trois axes, ce qui rentre dans lenoncé du 
théorème. 

Cç corollaire s'applique évidemment à des forces di- 
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rigécs dans un même plan XOY, lesquelles peuvent 
toujours (46) se réduire à deux forces R, R', situées 
dans leur plan. Alors Z, z, z sont nuls , et Ton a seule- 
ment 
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63. On appelle moment (ïune force par rapport a un 
point le produit de Tintensité de la force par la perpen- 
diculaire abaissée du point donné sur sa direction. 

Ainsi, en représentant par P l'intensité d'une force, et 
par p la perpendiculaire abaissée d'un point donné sur 
sa direction , le moment de la force, pris par rapport au 
point, sera le produit Pp, c'est-à-dire le produit de deux 
facteurs numériques exprimant, Tun le rapport de l'in- 
tensité de la force P à celle de la force prise pour unité 
de mesure, l'autre le rapport de la perpendiculaire à 
l'unité de longueur. 

Le point , par rapport auquel on prend les moments 
des forces d'un système quelconque , se nomme centre 
des moments. 

6^. On considère encore, en statique, deux autres 
espèces de moments, savoir : 

1^ Le moment d^ une force par rapport a un plan pa^ 
ralléle a sa direction. Ce moment égale le produit Vp 
M. Statique. 4 
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de l'intensité de la force P par la perpendiculaire /> 

• abaissée d'un quelconque de ses points sur le plan. 

' %"* Le moment d'une force par rapport à un axe. 

Fig. a6. Ce moment égale le produit l?p de la projection F de la 
force P, sur un plan MN perpendiculaire à l'axe donné 
AX, par la plus courte distance/? de la direction de la force 
P à cet axe. Il est évident que cette plus courte distance 
p égale la perpendiculaire AB menée à la directioD de 
P' par le point A , intersection de l'axe AX et du plan 
MN qui lui est perpendiculaire, 

65. Théorème fondamental. Lorsque deux forces sont 
appliquées à un même point, le moment de la résultante^ 
par rapport à un point quelconque pris dans le plan des 
forces y est égal i° à la somme des moments des compo- 
santes , 2^ à leur différence , suii^ant que le centre des 
moments est situé i° en dehors de V angle des composantes 
ou de son opposé au sommet^ 2*" dans fun ou dans l'autre 
de ces deux angles. 

Fig. ik'j Soient données les forces P, Q , représentées par les 

et 1^8. lignes AB^ AG, et soit R leur résultante, déterminée par 

la diagonale du parallélogramme ABCD. D'un point 0, 

pris dans le plan des trois forces , abaissons sur leurs 

directions les perpendiculaires 01 , OL, OK. Il s'agit de 

Fig. 27. faire voir qu'on aura, dans le premier cas, 

OL.ADz=OI.AB+OK.AC, 

Fig. 98. et, dans le deuxième cas, 

OL.ADz=OI.AB— OK.AC, 

la force P ou AB étant celle des deux forces qui a le plus 
grand moment. 

La démonstration consiste à transformer les moments 
en surfaces qu'on sache évaluer; on y parvient aisément 
en remarquant que si l'on joint par des droites le point 
%ytc les quatre sommets du paraUélogramme AJBCD, on 
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déterminera trois triangles OAB, OAC, OAD, qui au- 
ront respectivement pour bases les trois forces AB, AC, 
AD , et pour hauteurs les perpendiculaires 01 , OK , 
OL , abaissées du point O sur leurs directions. Or, la 

surface du triangle OAB= - OI.AIB, d'où 

0I.AB = 2A0Bi 

de même 0K.AC=20AC, et OL. AD=20AD. Ainsi 
le moment d'une force a pour expression le double du 
triangle qui a cette force pour base. Tout se réduit donc 
à faire voir que le triangle OAD égale la somme des 
triangles OAB , OAC , dans le premier cas , et leur diffé- 
rence, dans le deuxième cas. £n effet, si par les sommets 
opposés B , C du parallélogramme , on mène à OA les 
deux parallèles BA', CO', qui rencontrent la direction de 
AD aux points A\ O', en les joignant au point O par les 
droites OA', 00', on formera deux triangles OAA', 
OAO', qui seront respectivement équivalents aux trian- 
gles OAB, OAC , comme ayant même base OA , et leurs 
sommets sur une même parallèle à la base. Donc au lieu 
des triangles OAB, OAC, OAD, nous pourrons compa- 
rer les trois suivants, OAA', OAO', OAD. 

Ceux-ci, ayant même hauteur OL, sont entre eux 
comme leurs bases, et donnent la proportion 

OAA' : OAO' : OAD : : A A' : AO' : AD. 

Mais dans le premier cas , les triangles ABA', CDO' Fig. 1^7. 
sont égaux ; car ils ont les côtés AB, CD égaux , les an- 
gles BAA', CDO' égaux comme alternes-internes , et le» 
angles BA'A, CO'D égaux comme ayant les côtés paral- 
lèles. On a donc AA'=DO'. 

Remplaçant AA' par DO' dans la proportion ci-dessus, 
elle devient 

OAA ; OAO' ; OAD : : DO' : AO' : AD* 

4. 
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Or, AD=AO'+DO'; donc 

tn. OAD zzztri. OAA' + tri. 0A0'=: tH. OAB+ ^n . OAC, 

et , par conséquent, 

OL.AD = OI.AB+OK.AC. 

Pig. a8. Maintenant dans le deuxième cas , les triangles BDA', 
CAO' sont égaux; car ils ont les côtés BD, AC égaux, les 
angles DA'B, AO'C égaux comme alternes-internes, et 
les angles DBA', ACO' égaux comme ayant les côtés pa- 
lallèles. On a donc DA'=AO'. 

Remplaçant AO' par DA dans la première propor- 
tion ^ elle devient 

OAA' : O AO' : OAD : : AA' : D A' : AD. 

Or, AD=AA'— DA'j donc 

tn. OAB=tri . OAA' — tri. O AO' = tri. OAB — tri. O AC , 

et , par conséquent , 

OL.AD=OI.AB_OK.AC. 

Ainsi, en représentant par />, qr, r les perpendiculaires 
abaissées du centre des moments sur les directions des 
trois forces , on aura , en général , 

Rrz=P/?ifcQ5', 

Fig. 27. le signe + correspondant au premier cas, et le signe — 

Pig. a8. au second cas. 

66, Remarque I. Si Ton conçoit que le centre des mo* 
ments soit fixe, et que les perpendiculaires />, y, r for- 
ment un système invariable, on voit que les forces P, 
Q, R, qui peuvent être censées agir aux extrémités I, 
K , L, de ces droites , ne pourront produire qu^un mou- 
vement de rotation autour du centre des moments. Or, 
la figure 27 démontre évidemment que si le point O est 
situé en dehors de laugle BAC ou de son opposé au 
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sommet, les trois forces P, Q, R tendent à faire tourner 
leurs points d'application dans le même sens autour du 
point O ; et la figure a8 montre que , si le point O est 
situe dans l'angle BAC ou dans son opposé au sommet , 
les forces P, Q tendent à faire tourner leurs points d'ap- 
plication en sens opposés ; on voit , en outre , sur la 
même figure , que la résultante R tend à faire tourner 
son point d'application dans le même sens que la com- 
posante qui a le plus grand moment. Ainsi les forces, qui 
donnent des moments de signes contraires, sont précisé- 
ment celles qui tendent à faire tourner en sens opposés 
leurs points d'application autour du centre des moments. 

On peut donc donner au théorème précédent cet 
autre énoncé, qui a l'avantage de pouvoir facilement 
s'étendre à un nombre quelconque de forces dirigées 
dans un même plan , savoir : 

Lorsque deux forces sont appliquées à un même point, 
le moment de la résultante y par rapport a un point queU 
conque de leur plan ^ est égal a la somme ou a la diffé^ 
rence des moments des composantes y selon qu^ elles ten^ 
dent à faire tourner leur point d^ application dans le 
même sens ou en sens opposés , autour du centre des mo' 
mentSy et la résultante tend à faire tourner dans le même 
sens que la composante quia le plus grand moment. 

Enfin , en ayant soin de donner aux moments les si- 
gnes convenables, on peut encore énoncer le même 
théorème plus simplement de la manière suivante : 

Le moment de la résultante de deux forces qui con- 
courent , pris par rapport à un point quelconque de leur 
plan^ est égal à la somme algébrique des moments des 
composantes* 

Le théorème, ainsi présenté, se résume dans la for- 
mule 

Rr=z=P/?-l-Qy. 
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A lavenir, dans tous les cas analogues^ nous enten- 
drons par le mot somme la somme algébrique , ce qui 
donnera plus de précision aux énoncés. 

67. Remarque II. Dans le cas où les directions des 
forces données sont rectangulaires , la relation ci-des- 
sus, entre les moments des composantes et de la résul* 
tante, devient lequation de la droite qui représente 
cette résultante , et, par conséquent , sert à déterminer 
sa direction. 
Fig. 29. Car soient P, Q, R les trois forces , et O le centre des 
moments, pris, par exemple, dans Tangle IAK, opposé 
de Tangle BAC formé par les directions des composantes. 
Si Ton admet que fa force P est celle qui a le plus grand 
moment, on aura (65) 

(i) Rr=Pp— Q^r. 

Or, si Ion mène par le point O deifK axes rectangu- 
laires OX , OY, respectivement parallèles aux forces P, 
Q , les perpendiculaires OK , 01 , ou y, /?, deviendront 
les cordonnées ^,/ du point d'application A, de sorte 
qu'en désignant par X , Y, les forces P, Q , et par n le 
moment de la résultante R , la relation (i) deviendra 

(2) Xj — Yj: = /i. 

Quoique cette équation ait été obtenue dans le cas 
particulier de la figure 29 , on peut aisément vérifier 
qu'elle est générale , en ayant soin de donner des signes 
convenables aux cinq quantités qu'elle renferme. 

On conviendra , par exemple , de prendre positive- 
ment 

I® Les forces parallèles aux axes OX , OY, lorsqu'elles 
agiront pour écarter leur point d'application des axes 
OY, OX. 

2° Les ordonnées y situées au-dessus de l'axe OX, 
et les abscisses x situées à droite de l'axe OY. 
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3^ Les moments des forces qui tendent à faire tourner 
leur point d'application de gauche à droite, dans le sens 
de la flèche autour du point O , suppose lié d une ma*- Fig. 29. 
nîère invariable au point d application A. 

Alors les mêmes grandeurs, situées ou dirigées en sens 
inverse, seront prises négativement. 

Les quantités X, Y, /i étant censées connues, Féqua- 
tion (2) établit donc une relation constante entre les 
coordonnées x^jr d'un point quelconque de. la droite 
AD , et, par conséquent, est l'équation de cette droite. 

68. Théorème. Lorsque des jorces , appliquées a un 
même point ^ sont situées dans un même plan ^ le moment 
de la résultante f pris par rapport à un point quelconque 
du plany est égal à la somme des moments des composan- 
tes^ par rapport au même point. 

Ce théorème se déduit immédiatement du précédent 
dont on peut le regarder comme un corollaire. Car 
soient P, P', P". . . les forces données. Si l'on ne consi- 
dère d'abord que les deux forces P, P', et qu'on prenne 
leur résultante R', en adoptant la même notation que 
cî-dessus (65), on aura Ry=:Py? +F/?'. Combinant alors 
cette première résultante R' avec la force F', et prenant 
leur résultante R", on aura de même 

RV"=RV'+Py', 

ou bien, en substituant àR'r' sa valeur, 

R'V '=P/? +p>'+py'. 

En continuant ainsi jusqu'à ce qu'on ait employé toutes 
les forces données, et nommant R la dernière résultante 
obtenue , on aura 

Rr=P/> + Py + Py + etc. . .; 

de plus, le signe de la somme des moments indiquera 
dans quel sens agit la résultante. 
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6g. Remarque. Si le point, pris pour centre des mo- 
ments , est situé sur la direction de la résultante R, li 
perpendiculaire r est nulle , et , par suite y la somme des 
moments des composantes est égale à zéro ; on a donc 

70. Corollaire. Quand les forces proposées se font 
équilibre, leur résultante est nulle; et, par conséquent, 
la somme des moments des composantes, par rapporta 
un point quelconque du pian , est toujours égale à zéro; 
on a donc 

Py, 4- py + py -H etc . . .= o. 

71. Théorème. Lorsque des forces , appliquées a m 
même point , sont dirigées d^une manière quelconque dans 
V espace , le moment de la résultante ^ par rapport à une 
droite quelconque, est égal à la somme des moments des 
composantes par rapport à la même droite. 

Fig. 3o. Car soient F, F, P",. . . les forces données, et R leur 
résultante, représentées par les droites AB, AC, AD, ... AL. 
Par un point O de la droite donnée XX', menons un 
plan MN qui lui soit perpendiculaire, et projetons, 
sur ce même plan, les forces AB, AC, AD,... AL, en 
A'B', AC, AD', . . . AV. Comme AL' (5g) est la résul- 
tante des forces A'B', A'C, A'D',. . ., si du point O Ton 
mène sur les directions de ces forces les perpendicu- 
laires OA, Ocj.Odj. . .0/, on aura (68) 

AL' . OZ = AB' . Oi + AC . Oc + AD' . Od + etc. 

Or, A'L'.O/, A'B'.OA,. . . étant (64) les moments des 
forces P, F, P",. . .R, par rapport à Taxe XX', si l'on re- 
présente par />, /?', y ,. . .r les plus courtes distances des 
forces à la droite XX', on aura donc , en général , 

Rr= Pp 4- F/ 4- Py -+- etc. 

7a. Théorème. Lorsque deux forces parallèles a^issçr^ 
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dans leiméme sens, le moment de leur résultante, par rap^ 
port a un plan parallèle à leur direction , est égal à la 
tomme des moments des composantes , par rapport au 
même plan. 

Soient P, Q, les deux forces données , R , leur résul- Fig. 3i. 
tante, etMN un plan quelconque parallèle à leur direc- 
tion. Par les points d^application A , B, L , menons à ce 
plan les perpendiculaires AA', BB', LL', joignons B'A', et 
par le point B menons à B'A' la parallèle Ba, qui ren- 
contre AA' en ^1 , et LL' en /. On a vu (34) que les forces 
P, Q , R sont liées entre elles par les proportions 

P:R::LB:AB, Q:R::AL:AB. 

Cela posé, les triangles semblables BL/, BAa donnent la 
proportion LZ: ka : : LB : AB, d*où L/. AB=Aa. BL. Or, 
Ba étant parallèle à B'A', on a évidemment 

/L'(AL+LB)=BB'. AL +aA'.LB; 

ajoutant cette équation membre à membre avec la pré- 
cédente , il vient LL'.AB = BB'. AL +AA'.LB. Substi- 
tuant à LB et AL les valeurs tirées des deux proportions 
ci-dessus , on trouve , après la réduction , 

R.LL'=P.AA4-Q.BB', 

ce qui démontre le théorème. 

Ainsi , en représentant par /> , ^ , r, les distances des 
forces au plan MN, on a 

Rr=P/; + Qy. 

^3. Remarque. Lorsque le plan MN ne laisse pas d*un 
même côté les trois points d'application , comme il arrive 
dans la figure 32, il faut donner des signes contraires aux 
perpendiculaires abaissées des points situés de différents 
côtés du plan. Car si Ion mène au plan donné MN un plan Fig. 3a. 
p^u*aUèle mn, qui laisse d'un même côté les trois points 
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A, L, B, et qu'on prolonge jusqu*à ce plan en a^ /, &, ki 
perpendiculaires abaissées des points A, L, B, sur le plan 
MN, on aura, comme on vient de le faire voir, L/. AB=: 
B3.AL4-Aa.LB. Or, à cause de B'è=L7=A'a, ou a 
évidemment 

L7( AL + LB) = m . AL + k'a . LB ; 

retranchant cette équation de la précédente, il vient 

(U— L'/)AB = (Bè — B'3)AL + (Aa ~ A'a)LB, 

ou LL' . AB = A A' . LB — BB' . AL. 

Substituant à LB et AL les mêmes valeurs que ci-dessus, 
et réduisant il vient 

R.LL'=P.AA'— Q.BB' 

ou RrzzsPp — Qy. 

Donc, le moment de la résultante y par rapport au plan 
donné ^ est égal a la différence des moments des compO' 
santés. 

74- Théorème. Lorsque deux forces agissent en sens 
contraires j le m.oment de leur résultante ^ par rapporta 
un plan parallèle a leur directiony est égal h la différence 
des moments des composantes, 
Fig. 33. Soient P, Q les deux forces données, R leur résultante , 
et MN un plan parallèle à leur direction. Si par les points 
d'application A , B , L , on mène à ce plan les perpendi- 
culaires AA', BB', LL', on aura (34) les proportions 

LB:AB::P:R, LA:AB::Q:R. 

Or, d'après la démonstration du théorème précédent 
(72), les trois points L, A, B, donnent 

AA'.LB=LL'.AB+BB'.LA, 
d'où LL\AB=AA'.LB^BB'.LA. 

Substituant à LB et LA les valeurs tirées des deux propor- 
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kions ci-dessus , il vient après la réduction , 

LL'.R=i=AA'.P_BB\Q, 

Ce qui démontre le théorème. 

Ainsi, en représentant par/?^ q, r les distances des forces 
au plan MN , on a 

Rr=P/? — Q^r. 

y 5. Théorème, Lorsqu^on a dans V espace un nombre 
quelconque de forces parallèles^ le moment de leur résul- 
tante^ par rapport a un plan parallèle a leur direction , 
est égal a Vexcès de la somme des moments des compo- 
mantes qui tirent dans un sens^ sur la somme des moments 
des composantes qui tirent en sens contraire , ou, en d'an- 
tres termes, le moment de la résultante est égal a la somme 
algébrique des moments des composantes par rapport au 
même plan. 

Car soient P, P, P'^ • • • les forces qui tirent dans un 
sens, Q, Q', Q",« . • celles qui tirent dans le sens opposé, 
et /i, p'y p\ ... y, j', q' 1 . . . leurs distances au plan donné 
MN, parallèle à leur direction. Si Ton considère d*abord 
les forces P, P', P", .... en combinant deux d'entre 
elles P , P' et nommant R, leur résultante , on aura (72) 
RjT, =P/? 4- P'/;'. Combinant ensuite les forces R, P", 
et nommant R, leur résultante, on aura pareillement 
R, r, =:Rj Tj 4- P"/?". Continuant ainsi jusqu'à ce qu'on 
ait employé toutes les forces de même sens , et appelant 
R' leur résultante, il est clair qu'on aura en définitive 

Ry=P/> + F/ + PV'+ 

Opérant de même sur les forces Q, Q', Q",.... qui 

agissent toutes dans un même sens , opposé à celui des 

premières, et nommant R" leur résultante, on aura de 

inéme 

R'V''=Qy 4- Q'î' 4- 0"?"+ 

Le système des forces proposées étant ainsi remplacé 
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par les deux forces R', R'' qui agissent en sens contraires, 
si Ton désigne leur résultante par R, on aura (74) 

Rr=RV~.R"r", 
et enfin , en substituant à RV, R"r" leurs Taleurs, 

Rr=P/;+py+ py+. . .— (QÎ+QV+QV+- ••)» 

ce qui démontre le théorème. 

Si Ton regarde comme positives les forces P, P', P",.** 
qui agissent dans un sens, et comme négatives les forcef 
Q, Q', Q'',. • . qui agissent dans le sens opposé, l'égalité 
précédente devient 

Rr=Pp4-F/?'-f.Py+ . . , + Qy + Qy+Q'y + .,, 

76. REMA.RQUB. Pour quc la dernière égalité con- 
vienne à tous les cas, il faut donner des signes contraires, 
i^ aux forces qui agissent dans des sens opposés , a^ aux 
perpendiculaires abaissées sur le plan MN, qui correspon- 
dent à des forces situées de différents côtés de ce plan. 

Ainsi, en convenant de regarder comme positives les 
forces qui agissent dans un sens déterminé, il Êiudri 
prendre négativement celles qui agissent dans le sem 
opposé. De même, en convenant de regarder comme 
positives les distances du plan MN à des forces situées 
d'un certain côté du plan, il faudra prendre négative- 
ment les distances du même plan aux forces situées de 
l'autre côté. Ayant ainsi déterminé le signe des deux 
facteurs du produit dont chaque moment se compose, 
on aura donc le signe du moment lui-même sans la moin- 
dre incertitude. 

Ces considérations , comme celles des n^ 67, 78, 78, 
s'accordent parfaitement avec la manière dont nous 
avons envisagé les quantités négatives dans notre Algè- 
bre (a* éd., n~ i4 et suivants). 

77. Théorème. Lorsque des forces parallèles agisseiU 
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dans un même plan, le moment de leur résultante ^ par 
rapport a un point quelconque du plan , est égal à la 
somme des moments des composantes par rapport au 
même point. 

Car soient P, F,. . . . Q, Q',. ... les forces données, Kg. 84. 
qui agissent dans le plan MN, R leur résultante, et O le 
point pris pour centre des moments. Abaissons de ce point 
sur la direction des forces une perpendiculaire OK qui 
les coupe aux points A, A',, . . B, B',. . . L. Si Ton mène, 
par le point O, une parallèle OO' à la direction des forces, 
et, par cette parallèle , un plan perpendiculaire au plan 
MN, il est évident que les droites OA, OA',...OB, 
OB', .... OL, seront les distances des forces à un plan 
parallèle à leur direction ; on aura donc (^5) 

R.OL=P.OA-|-F.OA'.... +Q.OB-f-Q'.OB'..... 

ce qui démontre le théorème. 

78. Remarque. Pour que cette égalité convienne à 
tous les cas, il faut (comme au n^ 76) donner des signes , 
contraires , i** aux forces qui agissent dans des sens oppo- 
sés ; a° aux distances telles que OA, OB comptées à partir 
du point O dans deux sens différents. Si donc on con- 
vient que les forces P, F. . . et les distances OA, OB,. . 

. seront affectées du signe + , il faudra prendre avec le 
signe — les forces Q, Q', ... et les distances O A', OB'. . . . 
Par conséquent, les moments P . OA, Q'. OB' seront posi- 
tifs, et les moments P'.O A', Q.OB seront négatifs. Or, si 
Ion suppose que le centre O des moments soit fixe et 
lié d'une manière invariable aux points d'application des 

' forces , il est évident que les forces P, Q' tendront à faire 
tourner, dans un même sens, leurs points d'application 
A, B' autour du centre O, tandis que les forces P, Q ten- 
dront à faire tourner les leurs autour du même centre en 

' sens contraires. De là résulte le principe suivant : 
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Deuxjorces parallèles ont des moments de même signe 
ou de signes contraires^ selon quelles tendent a f airs 
tourner leurs points d^application , autour du centre des 
moments , dans le même sens ou dans des sens opposés. 

Le même principe ayant été déjà démontré (66) pour j 
deux forces qui concourent, se trouve donc généralise 
pour des forces dirigées d'une manière quelconque dans 
un plan. 

Il est de même de la Remarque n° 69 et du Corollaire 
n^ 70, qui s'appliquent ici mot pour mot, 

y g. Thborbmb. Lorsque des Jbrces parallèles ^ situées 
dans un même plan ^ se réduisent à un couple, la sommt 
de leurs moments y par rapport à un point quelconque iâ 
plan , égale une quantité constante qui ne peut jamaù 
être nulle. 

Car soient P, P*, . . . . Q, Q',. . . . des forces parallèles, 
situées dans un plan MN et qui se réduisent au couple 
R', R". En opérant comme tout à l'heure (7$) et dési- 
gnant par py p\. . . . q, q\, . ^ . les. peipendiculaires 
abaissées du centre des moments sur les directions des 
forces, on voit que P, P' • . * ,R', d'une part, et Q, QV»** 
R'\ d'autre part, donneront les deux égalités 

R'/=Pp + Py +...., 
RV'=Qy + QY + ...., 

faisant leur somme, il vient, à cause de R' == R'', 

R'(r' + r")=P/? + P>' + .... + Qy + Qy-f-.... 

Comme la somme r' + /\ qui exprime la distance des 
deux résultantes partielles R', R", ne varie pas, quel que 
soit le point pris pour centre des moments , il est clair 
que l'égalité précédente démontre le théorème énoncé. 

La réciproque de cette proposition est également vraie, 
comme il est £acUe de le voir. 
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80. Théorème. Lorsque des forces^ dirigées d^une ma- 
mère quelconque dans un même plan y ont une résultante^ 
son moment y par rapport à un point duplan, est égal à la 
somme des moments des composantes par rapport au 
même point. 

En effet, soient P, P', P",. . . P„ les forces données dans 
un pUn MN. Puisque, par hypothèse, les forces proposées 
ont une résultante , on pourra toujours choisir deux 
d entre elles P, P' qui ne soient pas à la fois égales, paral- 
lèles et de sens contraires ; ces deux forces auront donc 
une résultante R'^ et d'après Tun des théorèmes précé- 
dente (65, y% ou j4)} ^^ prenant les moments par rap- 
port à un point du plan MN, on aura 

RV = Pp + P>'. 

Par la même raison, il y aura toujours parmi les forces 
restantes une force telle que F', qui ne sera pas à la fois 
égale, parallèle et de sens contraire avec la résultante par- 
tielle R', Combinant les forces R', P", et nommant R" 
leur résultante, en prenant les moments par rapport au 
même plan, on aura comme tout à F heure 

RV'=RV-f.Fy, 
ou bien 

R'v" = Pp -f. Fy -f. vy\ 

n est clair qu'on pourra toujours continuer ainsi jusquà 
ce qu on ait épuisé toutes les forces proposées^ puis- 
qu'elles ont une résultante R , qui sera précisément la 
résultante de la dernière résultante partielle R^-i et de la 
dernière force P^ du système , de sorte qu'on obtiendra 
l'égalité 

et en substituant à R^^^, r^i sa valeur tirée de l'égalité 
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qui précède, il viendra enfin 

Rr=P/H.Py+P'>"+ + PnPn, 

ce qu'il fallait démontrer. 

Quant aux signes des moments , il sera facile de les 
déterminer d'après le principe général établi ci-des- 
sus (78). 

81. CoROLLURB. Lorsque les forces données se font 
équilibre, on a R = o, et par suite 

p/?+py+py+...= o. 

Donc, si des forces^ dirigées d^wie manière quelconque 
dansunplan^ se font équilibre y la somme de leur moments 
par rapport à un point quelconque du plan est nulle. 

Ceci étend le corollaire n® 70 à des forces dirigées 
dune manière quelconque dans un plan. 

8â. Théorème. Lorsque des forces dirigées élans l'es- 
pace ont une résultante , le moment de la résultante y par 
rapport a une droite quelconque , est égal à la somme des 
moments des composantes^ par rapport a la même 
droite. 

Car si Ton projette les forces données P, P', P" . . . . et 
leur résultante R, sur un plan MN perpendiculaire à la 
droite donnée OX, la projection R, de la résultante 
sera (59) la résultante des forces P, , P/, P/%. . . repré- 
sentées par les projections des forces P, P', P", . . . sur 
le même plan. Par conséquent si^ comme dans le théo- 
Fig. 27. rème n*' 71, on représente par r,^, p\ p" y . . . , les per- 
pendiculaires abaissées du point O, intersection de la 
droite OX et du plan MN , sur les directions des forces 
R,, P,, F,,. . . c est-à-dire les plus courtes distances des 
forces R, P, P',. • • à Taxe OX, on aura 

R.r=P,/? -f- P.y + P/>" + etc . 

Or, d après la définition (64), R,r,P,/?, P//i', • . sont 
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les moments des forces R , P, F,. . • par rapport à OX. 
L'égalité précédente démontre donc le théorème énoncé. 

83. Remarque. On a vu (n** 66 et 78) que deux forces 
Pi 9 Pz^ situées dans un même plan , ont leurs moments 
Pz/'>Px'/'^ ^® même signe ou de signes contraires, suivant 
qu'elles tendent à faire tourner leurs points d'application,* 
autour du centre O des moments, dans un même sens ou 
dans des sens opposés. Or V^p^V^p sont les moments des 
forces P, P' par rapport à Taxe OX. Il suit donc de là que 

Deux forces ont leurs moments , par rapport a un axCy 
de même signe ou de signes contraires^ selon quelles tendent 
a faire tourner leurs points d^ application ^ autour de Vaxe 
des moments y dans le même sens ou dans des sens opposés, 

84* Corollaire I. Si les forces données se font équi- 
libre, leur résultante est nulle, et par conséquent sa 
projection est nulle aussi; on a donc Rir=o. Donc, 

Si desforces se font équilibre dans V espace^ la somme de 
leurs momentSy par rapport à un axe quelconque^ est nulle, 

85. Corollaire II. Lorsque les forces données ne se 
font pas équilibre, elles peuvent toujours (5i) se réduire 
à deux forces R', R'', situées, en général, dans deux plans 
différents. Donc si l'on oppose aux forces R', R", deux 
forces égales et contraires — ^R', — R", il y aura équilibre 
entre ces deux dernières forces et les forces proposées. Par 
conséquent, la somme des moments de toutes les forces de 
ce nouveau système sera nulle. Mais si, par rapport à un 
même axe, on appelle M la somme des moments des for- 
ces données, et m\ m\ les moments des forces R', R", il 
est clair que ceux des forces — R', — R" seront — m', — ni' , 
Ainsi l'on aura — ni — ni' -^ M = o, d'où 7w'+ ni' = M. 

Donc, la somme des moments de forces quelconques dans 
Vespojce^par rapport a un ojce^ égale celle des moments 
des deux forces auxquelles on peut toujours les réduire. 

Le même principe s'applique évidemment à des forces 
M. Statique. 5 
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â . 

dirigées d'une manière quelconque dans un plan, puis- 
que d'ailleurs elles peuvent toujours (46) se réduire à 
deux forces situées dans leur plan. 



SECTION II. 

éqoâtioms d'équilibre des forces âppuqdébs â un point. 






86. D*après ce que nous avons dit dans les notions 
préliminaires (ii), les équations (T équilibre de plusieurs 

forces sont les relations nécessaires et suffisantes qui doi- 
vent exister entre leurs intensités ^ leurs directions et leurs 
points d^ application pour que F équilibre ait lieu. Nous 
suivrons, dans leur recherche, le même ordre que pour 
!a composition des forces; ainsi nous établirons successi- 
vement ces équations. pour tXes forces concourantes, pour 
des forces parallèles et pour des forces dirigées d'une ma- 
nière quelconque, soit dans un plan, soit dans Tes- 
[)ace. 

87. Théorème. Pour qu'il y ait équilibre entre des 
forces appliquées à un même point et situées dans un 

même plan , il faut et il suffit que les sommes des com- 
posantes de ces forces y parallèles à deux axes situés dans 
le même plan y soient nulles séparément. 

Car soient P', P", P'",. . . les forces données, appliquées 
au point A. Si, par ce point, on mène deux droites AX, 
AY, et que Ton décompose chacune des forces données 
en deux autres, les unes X', X'^, X'" • . . dirigées suivant 
AX, les autres Y', Y", Y'" . . • dirigées suivant AY, il est 
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clair que les premières composantes auront une résul* 
tante X^X' + X" + X'"-^» . ., et les autres une ré- 
sultante Y=Y'+Y"-pY'"+. .. Comme ces deux re'- 
sultantes ont deux directions différentes , il faut , pour 
que l'équilibre ait lieu , qu'on ait séparément X = o , 
T=o. 

Donc les équations d'équilibre du système proposé 
sont 

X'+X"+X'"+. . .=0, T+Y"+Y"+.. . .=0. 

De plus ces équations sont suffisantes ; car lorsqu elles 
ont lieu, le système est en équilibre. 

Il est entendu que, dans chacune des deux équations 
ci-dessus, on doit donner le signe + aux composantes 
qui tirent leurs points d'application dans un certain sens , 
et le signe — à celles qui les tirent dans le sens directe- 
ment opposé (7 et 45). 

88. Remarque I. Dans le cas particulier où les axes 
AX, AY font un angle droit, les composantes X', X". . . Fig, 35 
Y', Y". . . sont les projections des forcçs F, P". . sur 
AX et sur AY. Si donc on représente par a, a",. . . les 
angles formés parles directions AF, AP",. . . avec AX, 
et comptés à partir de cet axe, on aura X'=:Fçosa ,.. . 
Y' = P' sin «', . . . et les équations d'équilibre devien- 
dront 



Fcos(<+F'cosa"+.. .=o, Fsiua.f-P"sina"-h...=z=p. 

Deux produits tels que F cos a, F' cos a" auront évi- 
demment le même signe ou des signes contraires , sui- 
vant que les composantes X, X" agiront dans le même 
sens ou dans des sens opposés. 11 suffira donc de regar- 
der toutes les forces P', F',. . . comme positives, et de 
donner à cos a , cos a ', les signes qui résultent des règles 
trigonométriques. On voit, d'ailleurs, que si une force F 

5. 
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fiiit avec AX un angle «, toute force F", directement op- 
posée à F, doit faire avec AX un angle a'"=aoo**+fl^. 
8g, Remabque II. Lorsque les forces données ne se 
font pas équilibre, elles ont toujours une résultante & 
appliquée au point A, et faisant avec Taxe AX un certain 
angle que nous désignerons par a. Donc si , comme aa 
n* 87, on appelle X et Y les résultantes partielles des 
composantes dirigées suivant AX et AY, on aura (a3) 

R = l/X'+Y% 

et les équations du numéro cité, savoir 

P=:R.cosBAD, Q = R.cosCAD, 

deviendront 

X=R.cosa, Y = R.sîn a, 

d où l'on tire 






cos a = — _ , sin a 



Ces équations déterminent la direction de la résultante 
R, et le sens dans lequel elle agit. 

90. Théorème. Pour quHl y ait équilibre entre des 
forces appliquées a un même point ^ et dirigées d*une ma- 
nière quelconque dans V espace , il faut et il suffit que 
les sommes des composantes de ces forces , suisfant trois 
axes non situés dans un même plan , soient nulles sépa- 
rément. 
rig. 36. Soient P', P",. . . les forces données, appliquées au 
point A. Si, par ce point, on mène trois axes AX , AY, 
AZ , et que Ton décompose chacune des forces données, 
P' par exemple, en trois autres AX', AY', AZ', dirigées 
suivant les trois axes , et que nous représenterons par X', 
Y', Z', on voit que les composantes suivant AX auront 
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me résultante X=:X' + X" -f- . . ., et que les compo- 
lantes suivant ÂY et suivant AZ auront de même les 
^ultantes Y=Y+Y' + ..., Z=Z' + Z''+. . .. Or, 
es trois forces X , Y^ Z , qui remplacent les forces don- 
aées P', P". . . . , n étant pas situées dans un même plan, 
ne peuvent être en équilibre, à moins qu'on n'ait sépa- 
rément X^o, Y=o, Z = o. 

Donc les équations d équilibre du système proposé 
sont 

X'-f.X"+...zz=o, 

r+Y"+... = o, 

Z'+Z" + ...= o. 

On donnera, dans chacune de ces trois équations, le si- 
^ne + aux composantes qui agissent dans un certain 
sens, et le signe — à celles qui agissent dans le sens op- 
posé. 

91. Remarque I. Dans le cas particulier où les axes 
AX, AY, AZ sont rectangulaires, les composantes X', 
Y', Z', sont les projections de P sur ces trois axes, et de 
même pour les autres. Si donc on représente respective- 
ment par a', ê', y', a", ê", y",. . . les angles formés par 
les directions des forces P', P",. . . avec les axes AX, 
AY, AZ, et comptés dans un sens déterminé , à partir de 
ces axes, on aura, comme au n° 27, 

r = P' cos a', T = P'cos 6', Z'=P cosy', etc. 

Alors ces trois équations d'équilibre deviendront 

P'cosa' + P^'cos a'' -h . . .=0, 
P'cosg'4. P" cosg''-4- . . .=0, 
P' cosy + P" cos y" H =0. 

n suffira, comme au n" 86, de regarder toutes les 
forces F, P'',.«. comme positives, et de donner à 
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cds a\ cos a',. . . • les signes '(j[ui résultent ctes règ[I^ 
trïgo&ôhi'étriques. 

9a. RfiMÂR'QUE II. Lorsque les lolrces 'données ne se 
font pas équltibï*e , elles ont toujours une résùrtànVe É 
appliquée au point A, et faisant avec les àxès AX, AY, 
AZ, des angles que nous désignerons para, 6, v. Si donc 
on décompose R en trois forces X, Y, Z, dirigées suiTant 
leà trois ax^s, oii aura (27) 

R=I/X'+Y'+Z% 
X=:Rcosa, Y = Rcos6, Z=Rcosy, 

d où Ton tire, en substituant à R sa valeur, 

X •. 

cos a = — , cos o z=z 



l/X'+Y*+Z*' KX'+Y^+Z' 

Z 

COSY = — • 

' l/X'+Y^+ Z' 

Ces équations déterminent la direction de la nîsultaiit^e 
et le sens suivant lequel elle agit. 



SECTION ni. 

ÉQUATKJNS d'Équilibre des forces pabàLlèi^es. 



93. Théorème. Pour quHl y ait équilibre entre des 

forces parallèles situées clans un même plan , // faut et il 

suffit i"" que la somme des forces soit nulle ^ a* que la 

'somme de leurs itioments ', 'par rapport a un poirit quel- 

coHtfUè'àè leur ''plan', 'ioit 'également nulle. 



i 
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En enet , soient P', P'', . . , l'es fôrcéà 'dônrieeé. IJh a 
vu ^42) que ces forces se rëaûiseht, en géhéràl, à âeùï 
résultantes n', R'^, parallèles à leur directît>h, 'è\ àgi^kint 
êh sens contraire Tune 'de Tautre. Donc, pour qlie le 
système proposé soit en équilibre, il faut i** qùie les ré- 
sultantes R', R" àoïérit égales entre 'èirés; 2° VjùVlleS agis- 
sent: suivant lirie niêiiié aroile. tjh doit donc aVôir d'a- 
bord k'HhR"=o, bu iP'4-F'4-. . .=b. Mais kl lés forces 
R', R", sont égales et directement opposées, il est clair 
que leurs mo'itoents, pat* i^ppôt't à ùh point quelconque D 
de leur plan , seront égâiix et de lignes contraires , et 
que , par conséquent , leur somme sferà nulle. Or, lé mo- 
ment de chacune des résultantes pàniièiles R' ôii R" 
égale là sô'ib'me des itioments des composantes qui agis- 
sent dans le mêm'è sens qti'e cette résultante. Donc b 
somme des moments de toutes les composante^ P', 
P".. ., par rapport au j^ôînt Ô, se^a nùlîè , et en dési- 
gnaiit par a:', x'\ . . . lès pèr*pendicfàlairès àï>ai'sséè5 de 
ce point sur leurs dii^éctîons , on aura , pour lès dèilx 
équations d'équilibre , 



P'-f-P"-ï-...=ô, P'^'4-P"a;"4-...= 



o. 



De plus-, dés deùl équations sont suilisàlities pour que 
réquilibre ait lieu. Car i** les résultantes partielles R', 
R" , agissant en sens contraires , sont nécessairement 
égales, -puisquofl à ft.'-HR" = o^ 2° il récite 'de la 
deuxième équation que les moments de R', R", par rap- 
•port à un point 'O du plàYi, sôifit égaux et de signés con- 
traii'es; et côrti'me on viertt de voir que les forces R', 
R", sont égales et de signes contraires, il faut donc que 
leurs distances au point O soient égaleà et de nriêiûe 
signé, c^est-à-dire que les foi*desR.' et R" agisseYit sûîVant 
une fnême droite. Ainsi Itt TésftttàVités «parrieHes ^oif^t 
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égales et directement opposées, et , par conséquent, le 
système proposé est en équilibre. 

94* Remarque I. Tout système, qui satis£dt seulement 
à la première des deux équations d'équilibre, se réduit à 
un couple. 

Car puisqu'on a P'+P" + . . . =o, ou R' -4-R"=o, 
il est clair que les deux résultantes partielles sont ^ales. 
Mais comme l'équation Vx 4- F' ar" 4- . * . = o n'est pas 
satisfaite, la somme des moments des forces R', R", 
par rapport à un point de leur plan, n'est pas nulle. Donc 
ces forces ne sont pas à la même distance du point dont 
il s'agit, et, par conséquent, donnent lieu à un couple, 
puisqu'elles sont égales , parallèles et de sens contraires. 

95. Remarque II. Tout système, qui ne satisfait pas à 
la première des deux équations d'équilibre , a une résul- 
tante. 

Car la somme des composantes n'étant pas nulle, 
celle des deux résultantes partielles R', R'', ne l'est pas 
non plus. Ces deux forces, qui sont parallèles et de sens 
contraires , ont donc une résultante R , puisqu'elles sont 
inégales. Or, une force — R , égale et directement op- 
posée à R, faisant équilibre au système proposé, on 
aura (93) 

— R+P'+P"+. . . =0, — Ror+Fjj'+FV'H =0 

d'où l'on tire 

PV+P'V'+... 



R=F-f-P"+..., a: = 



F+F'+... 

La première équation détermine la valeur de la résul- 
tante et le sens de son action ; la seconde détermine sa 
distance au centre des moments , et sa position par rap- 
port à ce point. 

96. Théorème. Pour qu^il jr ait équilibre entre des 
forces parallèles situées dans V espace , il faut et il suffit 
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i^ que la somme des forces soit nulle; 2^ que les sommes 
de leurs moments y par rapport a deux plans menés par 
une parallèle à la direction des forces y soient nulles se' 
parement. 

En effet, soient R', R".. ., les forces données. Il est 
clair que le système sera en équilibre j si les deux ré- 
sultantes partielles et contraires R', R^', auxquelles on 
peut le réduire (43), sont égales et dirigées suivant une 
même droite. On doit donc avoir d'abord R'+R"=o, 
ou P'+F'+. . .^o, ce qui donne la première équation 
d*équilibre. Maintenant , il est clair que les deux forces 
égales et contraires R', R'', agiront suivant une même 
droite , si leurs directions sont à la même distance des 
deux plans ZX , ZY, menés par la droite donnée ZZ', pa- 
rallèle aux forces. Mais alors les moments des forces R', 
R", par rapport à chacun de ces plans, seront égaux et 
de signes contraires, et, par conséquent, il en sera de 
même des moments de leurs composantes respectives. 
Donc la somme des moments de toutes les composantes, 
par rapport à chacun des plans ZX, ZY, sera nulle sé- 
parément. Ainsi, en désignant par a:', j?". . .,^, /"• . ., 
les distances des forces P', P". . ., aux plans ZY, ZX,on 
aura, pour les trois équations d^équilibre du système 
proposé, 

P'+F'+...=o, 
Fa:'+FV+... = o, 

py+Fy'+...=o. 

Il est d'ailleurs évident que ces équations sont suffi- 
santes ; car dès qu elles sont satisfaites , les deux résul- 
tantes partielles, auxquelles se réduit le système proposé, 
sont égales et situées à la même distance des deux plans 
ZX, ZY, c'est-à-dire qu'elles agissent suivant une même 
droite. Le système est donc en équilibre. 
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tôï*'âqùe les fok'ces sont situées clans iin mêine ]^lah, 
leà equàittons d*équiUbre , déjà déterminées direcVèmeht 
(93), peuveht se cohcTùre des précédentes, en supposant 
que l'un des deux plans ZX, ZY, censés perpeiicliculâiréls 
entre eux, se confond âveC céliii deà forces. 

97'. Remarque Ï. Toiil systèifae , qui ^aUsTait séùtemént 
â là ^t'emière 'des 'équàu'ôns ci-dessuis, se réduit à ùh 
coufïe, fcomme dâtis le cas du ïi** 94. 

Tout systènié, qui satisfait seulement àiix deux Cré- 
mières équatîbîis , oii bien à la deùxièAie et à la troi- 
sième, se rédiùit de mêrrt'e à un couple, doht le pian est, 
sieïôn lé 'cas , parallèle au plan ZY ou à\i jilan ZX. 

98. Remarque ÏI. Tout système, qui ne satisfait pas 
à la p'riemière des trois équations ci-de$àùà , a utté résul- 
tante. La démonstration est absolunîent la mênA'e que pour 
le cas du n" 95. 

On trouvera de même que la véstiriâiilê R et ses distan- 
cés .r,^^, aux plaiis ZY, ZX, sont données parles équations 

R=F+F'+..., 

or, si Ton mène, aux deût dîstatices trouvées, deux plans 
parallèles aux plans ZY, ZX, la directîôYi de la résultante, 
devant se trouver à la fois dans chacun de ces deux 
plans, sera donc précisément leur intersection; et comme 
les mêmes équations indiquent dans quel sens agit la 
résultante , celle-ci sera donc complètement déterminée. 

On voit, en outre , que les deux dernières des équa- 
tions précédentes peuvent s'énoncer comme il sUÎt: 

Lorsque tant de forces parallèles qu^on ^voudra ont une 
résultante y sa distance a un plan quelconque pdràllèk 
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à la direction commune y est égale à la somme des mo- 
ments des forces données , divisée par la somme des mêmes 
forces. 

gg. Corollaire. Nous ayons vu (44) <iuc ^^ centre 
d'un nombre quelconque de forces parallèles est tou- 
jours situé sur la direction de la résultante ; par consé- 
quent, on obtiendra la distance de ce centre à un plan 
parallèle à la direction des forces, comme on obtient 
délie dé la l^s'ultàilte^ eil divisant là âfomUAé'deiinnonieMts, 
pris ^^t* rapport àU )ptsLù\ par là sokntne dei fôlrcesr. 

Oh tï*ouVera de même la distance du centre à un ptàti 
^èlcortque', en iAiâgiifkàht ^ue toutes lefà forcée ^^é'àoiem 
tôûi^ééls parallëltement à ce plan, tout en cott^erVùY^t 
leiiVs ifttensités et leur parallélisme ; la somme des Tnôu- 
veaux moments , dil/iâée par ta somme dès ÏFolrces , dûA» 
nerà la distance du centre au iioûVeàu plan. 

En répétant la tnêihe opération une troisième fois , le 
centre des forces parallèles sera déterminé par Tintersec- 
tîon de trois plana menés aux trois distances ti^uveeô', 
parallèlement aux trois premiers. 

Dans le caS où les forces dohïiées sont égales et de 
niéme sens, eïi appelant n le nonifoïe des foires", Tex^prèi- 
siô'n 

P'i'+ P V 



* •■ • 



• • 



p'-hP" 

devient 

•27 I" J? "1 " • • • 



n 



Donc alors la distance du centre à un plan quelconque, 
égale la somme de toutes les distances des points d'ap- 
plication divisée par leur nombre, c'est-à-dire, la distance 
moyenne de tous les points d'application. 
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SECTION IV. 

ÉQUATIONS D'ÉQUIUBRE DES FORCES DIRIGÉES D'UNE MAHIÈRE QUELGOlfQDB 

DANS CN PLàN. 



loo. Théorème. Pour quHl y ait équilibre entre des 
forces dirigées (Tune manière quelconque sur un plan , il 
faut et il suffit : \^ que les sommes des composantes de 
ces forces y parallèles à deux axes qui se coupent dam 
leur plan y soient nulles séparément; a^ que la somme des 
moments des forces données^ par rapport a un point 
quelconque de leur plan , soit également nulle. 

Soient P',P"..., les forces données. Pour quelles soient 
en équilibre, il faut et il suffit (46, 3**) que les deux forces 
R', R", auxquelles on peut toujours les réduire, et qui 
sont situées dans le même plan , soient égales et directe- 
ment opposées. 

Cela posé, si Ton décompose chacune des forces 
R', R", en deux autres X,, Y, , X, , Y, , respectivement 
parallèles à deux axes OX, OY, menés dans le même 
plan par un point qiielconque, il est évident que les 
composantes de R' seropt égales et parallèles aux com- 
posantes analogues de R'' et agiront en sens contraires. " 
On aura donc d'abord . . 

X, + X,=o , Y, -f. Y, n; o. 

Gomme, en outre, les forces R', R" agissent suivant une 
même droite et en sens opposés, leurs moments M', M", 
par rapport au point A, seront égaux et de signes contrai- 
res ; ainsi Ton aura 

M'+M"=o. 
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hes trois équations d'équilibre sont donc 

(i) X,+X,=o, Y.+Y,=o, M'+M''=o; 

et dès qu elles sont toutes satisfaites , il est facile d'en 
conclure que les deux résultantes partielles R^, R" sont 
égales, contraires et dirigées suivant une même droite. 

Mais si l'on décompose chacune des forces données 
P', P". . ., en deux autres X', Y', X", Y". . ., parallèles 
aux mêmes axes OX, OY, et qu'on désigne par m\ m". . . 
les moments de P', F'' . . . , par rapport au point O, on 
aura (62, 85) 

X,+X,=X'+X'+. . ., Y,+Y,=Y'+Y''4-.- -, 

m 

et par conséquent les trois équations (i) pourront se rem- 
placer par les trois suivantes 

(a) X+X"+. . .=0, Y'+ Y'+. . ,=z=o, 

/7l'+/w"+. • .= 0; 

ce qui démontre le théorème énoncé. 

loi. Remarque I. Tout système, qui satisfait seule- 
ment aux deux premières des équations (â), se réduit à 
un couple , comme dans les cas des n®* 94 et 97. Car 
alors les résultantes partielles R', R'' sont égales, parallè- 
les et de sens contraires. 

102. Remarque IL ï)ans toute autrehypothèse, R' etR" 
ne sont pas à la fois égales, parallèles et de sens contrai- 
res ; donc le système proposé a une résultante unique. 

On détermine aisément cette résultante R , en lui 
opposant directement une force égale — R, Car alors il 
y a équilibre entre les forces — R, F', F", . . . Mais en ap- 
pelant X et Y les composantes de R parallèles aux axes 
OX, OY, celles de — R seront — X, — Y, et si /w est le 
moment de R par rapport au point O , celui de — R sera 



78 CHAPITRE II. 

— m. Donc on aura 
_X+X'+X"+. . .=o, — Y+Y'+Y "+, . .=0, 

doù 

Comme les signes des quantités X, Y, m^ font toujours 
connaître le sens d'action des composantes X^ Y, et le 
sens du moment de R, on construira facilement cette ré- 
Fig. 37. sultante en menant, par un point quelconque A du plan 
XOY, deux droites AB, AC, parallèles aux axes OX, OY, 
et respectivement égale$ à X et à Y ; la diagonale AD du 
parallélogramipe ABDG sera égale et parallèle à R. 
Maintenant la perpendiculaire OE, menée du point 
sur AD, doit rencontrer la direction de R en un point F 
tel quon ait R.0F=7w. La grandeur et la direction de 
la résultante seront donc déterminées. On peut d'ailleurs 
la concevoir appliquée en un point quelconque de sa 
direction, et c'est pourquoi son point d'application reste 
indéterminé. 



SECTION V. 

éQUÀTiONS d'Équilibre des forges dirigées d'une manière quelconque 

DANS l'espace. 



io3. Théorème. Pour qu'il/ ait équilibre entre des 
forces dirigées d'une manière quelconque dans Vespaccy i 
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faut et il suffit ; i** que les sommes des composantes de 
ces forces , parallèles a trois axes menés par un m.ème 
point j soient nulles séparément; 2° que les sommes des 
^noments des forces données^ par rapport a chacun de ces 
trois ajçes , soient également nulles séparément. 

Soient F, E"..., les forces données. Pour qu'elles 
soient en équilibre , il faut et il suffit évidemment que les 
deux forces R', R", auxquelles on peut toujours les ré- 
duire, soient égales et directement opposées. 

Cela posé, si Ton décompose chacune des forces R',R", 
en trois autres X , , Y, , Z , , X , , Y, , Z , , respectivement 
parallèles à trois axes OX, OY, OZ, menés par un point 
quelconque O de l'espace, les composantes de R' seronrt 
égales et parallèles aux composantes analogues de R", et 
agiront en sens contraire. On aura donc d'abord 

X.+X, = o, y,+Y,=z:o, Z,+Z,=o. 

Gomme, en outre, les forces R', R" agissent suivant 
une même droite et en sens opposés, il est clair que les 
moments L,, M,, N^, de R' par rapport aux axes OX, 
()Y~, OZ, seront égaux et de signes contraires aux mo- 
ments L^ , M^ , N, , de R" par rapport aux mêmes axes ; 
et Ton aura 

L, + L,=o, M, + M,z=p, N, + N,=o. 

Les six équations d'équilibre sont donc 

X. + X,=o, Y,-l-Y,=o, Z, + Z,=o, 
^'^ L. + L,=o, M,+M,zz=o, N.-f-N,=o; 

et dès qu'elles sont toutes satisfaites, il est facile d'en 
conclure que les deux résultantes partielles R', R", sont 
égales, contraires et dirigées suivant une même droite. 
Mais si l'on décompose chacune des forces P', F',... en 
trois autres parallèles aux axes OX, OY, OZ, en dési- 



8o CHAPITRE II, I ^' 

gnant par X, Y, Z, la somme des composantes parallèles 
à chacun d'eux, et par L, M, N, la somme de leurs mo- 
ments pris par rapport aux mêmes axes, on aura (6a, 85) |v:fî 

X. + X,=X, Y, + Y,=Y, Z, + Z.=Z, 
L, + L,=L, M.-hM,=M, N,+N.=N, 

et par conséquent les équations (i) pourront se rem- 
placer par les suivantes 

(2) X=o, Y=o, Z=:o, L=o, M==o, N=o, 

qui sont donc les équations d'équilibre du système 
P', P" . . . , conformément à l'énoncé du théorème. 

io4» Remarque I. Tout système, qui satisfait seule- 
ment aux trois premières des équations (2), se réduit à 
un couple, comme au n** i o i • Car puisqu'on a X = o, Y=o, 
Z = o, on a pareillement X,H- X,= o, Y,-|- Y,= 0, 
Z,+ Z,= o. Donc les deux résultantes partielles R', R'' 
sont égales , parallèles et de sens contraires. 

Réciproquement, si le système proposé donne lieu à 
un couple, les résultantes R^, R'^ sont égales, parallèles 
et de sens contraires. On a donc X, + Xj = o, Y,+Y, 
= 0, Zi+Z2=o, et, par suite, X = o, Y=o, Z=o. 

Donc pour qu'un système de forces données dans tes- 
pace se réduise a un couple^ il faut et il suffit que les 
sommes des composantes de ces forces j parallèles à trois 
axes menés par un même point ^ soient nulles séparément* 
io5. Corollaire. Il suit aussi de là qu'un nombre quel- 
conque de couples situés dans V espace se réduisent toujours 
a un couple unique. Car les forces P, — P, P', — P',. • •> 
qui constituent les couples donnés (P, — P), (P', — PQ. . •) 
étant deux à deux égales, parallèles et contraires, on sait 
que la somme de toutes les composantes de ces forces, 
parallèles à un axe quelconque, sera nuUe.On aura donc 
X = o, Y = o, Z=:o. 
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Transformation des équations JC équilibre. 

1 06. Les six équations d équilibre (io3) d'un système 
quelconque F, P",«..se remplacent ordinairement par 
six autres qui ont lavantage de renfermer d'une manière 
très-simple les intensités des forces données, les angles 
que les directions de ces forces font avec les axes , et les 
coordonnées dun point de chacune de ces directions. 

Pour obtenir ces nouvelles équations, supposons les 
trois axes OX, OY, OZ rectangulaires entre eux, et dé- 
signons par a , 6', y', les angles que la direction de P' fait 
avec ces axes, on aura (9a) pour les valeurs des composan- 
tes X', Y' et Z' de F, 

X' = P' cos a', Y' = P' cos g', Z'=z=F cos y'. 

De même, en nommant a", 6", y", les angles formés par 
la direction de F' avec les axes, on aura 

r =F' cos a", Y"=F' cos g", Z" = F' cos y", etc., 

et les trois premières des équations d'équilibre (io3) de- 
viendront, comme dans le cas du n"" 91, 

(i) F cos a' + F' cos a"+ . . .=0, 

(2) F cos g'+ F- cos ë'+* . .=0, 

(3) F cos y'+F' cos f '+• . •=o. 

Si maintenant on représente par a/,7', jz', les coordon- 
nées d'un point quelconque A de la direction de P', et 
par n' le moment de cette force par rapport à l'axe OZ, 
il est évident que la projection A' du point A sur le plan 
XOY aura pour coordonnées af^ y, que la projection de 
P sur le même plan aura X' et Y' pour composantes pa- 
rallèles aux axes OX, OY, et que le moment de cette 
projection par rapport au point O sera n'; on aura 
donc (67) 

n'=Xy—Y' x=V if cos a'— «' cos g')- 

M. Statique. 6 
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En adoptant des notations analogues pour la force P'', on 
aura de mâme 

ii"=ff X" /—Y" y' SI r (/ coi «"•-«/' eet 6")? 

ainli de suite. 

Or on a représenté par N (io3) U somme des moments 
des forces P, ?"•••«, par rapport à Taxe OZ. Donc k 
dernière des six équations d'équilibre N==o deviendra 

(4)P'(ycos«'~a/cosgO+FV'oo»«"--^'cose'')+-.«>- 



Les deux autres équations L = o, M = o, transformées 
de la même manière^ deviendront évidemment 

(5) F(z' cos ê'-y cos y')+P V cos 6"— r" coâ y')+-.=<S 
(o)P(j? cosy-^jz coia)-|-P {^x cosy — -^ cosa )-f-.,.=o. 

107. GoROLLAïaB I. Lorsque les forces données P', V^\.^ 
ne se font pas équilibre^ on peut ^ au moj^en des mîx équo" 
tions précédentes j trouver la condition nécessaire «I suffi* 
santé pour qu^ elles aient une résultante unique ^ et la dé' 
terminer. 

En efFet, soit, s'il est possible, R la résultante des for- 
ces données. Alors une force — R, égale et directement 
opposée à R, leur fera équilibre, et par conséquent les 
six équations précédentes devront avoir lieu en y faisant 
entrer la forea -^ R. 

Gela posé, soient a?, 7, js, les coordonnées d un point 
quelconque de la direction de R , et ae, €, y, les angtcs 
qu'elle fait avec les axes OX, OY, OZ. La force — R de- 
vra former, avec les mêmes axes, des angles (200'' -!-«), 
(aoo**-hé), (aoo"-f«Y)> dont les cosinus sont — cos a, 
•<«*cos€,<-n cos y. Donc si, pour abréger, Ton Dût 
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P'cosa'+F'cosa"4-.. 
Fcose'+P"cosr+... 
Fcosy+F'cosy'+... 
V{z cos S — y' cos y')+ . 
F(y cos y — 2' cos a') + • 
F(y cos et'— af cos 6^)+ . 



.=Y, 
.= L, 



oaaura pour les équations d'équilibre du nouveau système 

[X-— Rcosa=:o, Y — Rcos6=o, Z — Rcosy=o, 
(i) I II — 'R («cos 6— /cos y)^=o. M— R(xcos v— ^ cosa)==o, 
I N — R (/cosa — a?cos6)=:o, 

el en vertu des trois premières de ces équations, les trois 
dernières deviendront 

(a) L— (Y;3-^Z^)=o,M— (Zor — X;3)=o, 

N— (X7-.Yj7) = o. 

Comme les coordonnées ^,^, 2, peuvent appartenir à 
un point quelconque de la direction de la résultante, les 
trois équations (12) sont donc celles de ses projections sur les 
trois plans coordonnés. Mais si Ton conduit par deux quel- 
conques de ces projections, les deux premières par exem- 
ple, deux plans perpendiculaires, l'un à YOZ, l'autre à XOZ, 
il est dair que l'intersection de ces deux plans donnera la 
direction de la résultante dans l'espace. Ainsi^ deux quel- 
conques des projections de cette droite suffisent pour la 
déterminer, et la troisième doit nécessairement résulter 
defl deux autres. Par conséquent, pour que la droite 
existe, il faudra que les trois équations de projection se 
réduisent à deux. Or si on les ajoute après les avoir mul- 
tipliées respectivement par X, Y, Z, les coordonnées va- 
riables ^9 J> «9 disparaissent, et Ton obtient l'équation 

(3) LX + MY + NZ = o 

qui exprime la relation nécessaire et suffisante entre les 

6. 
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résultantes partielles X^ Y, Z, et les trois moments partiels 
Ly M, Ny pour que les trois équations (2) puissent sub- 
sister à la fois, et par conséquent pour que les forces 
P', P", . . .aient une résultante unique. 

Dès que cette équation de condition est satisfaite^ on 
peut déterminer la résultante R, en intensité et en direc- 
tion, par les trois premières des équations (i), comme on 
l'a déjà fait dans le n^ 92, et l'on trouvera les mêmes ré- 
sultats. 

Alais il est à remarquer que les valeurs des trois coor- 
données X, /, Zj se présenteront ici sous la forme -9 

parce que la résultanteR pouvant être appliquée à un point 
quelconque de sa direction^ le calcul ne peut déterminer 
Fun de ses points plutôt que tout autre. En effet, les trois 
équations (a) se réduisent réellement à deux différentes; 
on n a donc que deux équations entre les trois variables 
Xy j, z, qui doivent donc rester indéterminées. 

Les trois résultantes partielles X, Y, Z, ne peuvent 
d'ailleurs être nulles à la fois, car le système proposé se 
réduirait alors à un couple (104). 

108. G0ROLI1A.IRE IL Tout système, qui ne satisfait pas 
à l'équation de condition LX-f-MY + NZ=o, se réduit 
toujours à deux forces R', R" non situées dans un même 
plan; et réciproquement y si les deux forces R', R", aux- 
quelles on peut réduire le système proposé, sont situées 
dans des plans différents, l'équation de condition ne sera 
pas satisfaite. 

Dans ce cas, il y ^ ^^^ infinité de systèmes de deux 
forces qui peuvent remplacer les forces proposées. 

En effet, si l'on représente par X,, Y,, Z,, X^, Y,, Z 
les composantes des deux forces R', R", parallèles aux axes 
OX, OY, OZ, et par /, j /w, , n, , 4» ^^j ^t j leurs moments' 
par rapport aux mêmes ax^s^on n'aura, pour déterminer 
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ces douzequanlitésquehuitéquations,savoir:lessix équa- 
tions 

X, + Y.=X, Y,+Y.=Y, Z. + Z.=Z, 
/,+ /, =L, /w,+iw,==M, /i, + iï,=:N, 

et les deux équations de condition 

/,X, + w.Y, + /i,Z, = o, /,X, 4- TO,Y, + n,Z, == o. 

Le problème sera donc susceptible d'une infinité de solu- 
tions. 

109. Remarque. Les six équations d'équilibre, pour des 
forces dirigées d'une manière quelconque dans l'espace, 
peuvent servir à retrouver les équations d équilibre ob- 
tenues dans les différents cas déjà traités, par exemple, 
pour des forces parallèles, ou appliquées à un même point, 
ou situées dans un même plan, etc. A cet effet, il suffit de 
mettre à la place des coordonnées x\y\ z\ et des angles 
a', &, y 9 • • • les valeurs qui conviennent au particu- 
lier que l'on a en vue. Nous nous bornerons à indiquer 
cet exercice, qui n'offre aucune difficulté quand on a 
bien saisi ce qui précède. 
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coxjiniofis 0*ÉQriLmB rmm dis forces appiiquébs ▲ un coin 
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iio. Nous avons yu (io3) que les six équations d*d- 
quilîbre, pour un corps ou système sollicité par des for 
ces quelconques, sont: X=:0| Y = o, Z = o, L = o, M=o, 
N=o. Cette détermination suppose tacitement que le 
corps, auquel les forces sont appliquées, est entièrement 
libre dans Tespace. Nous allons maintenant examiner 
comment ces équations se modifient, lorsque certains 
points du corps sont fixes et opposent une résiatance in- 
vincible à l'action des forces qui peuvent y être appli- 
quées. 

Nous distinguerons trois cas principaux, auxquels il 
est facile de ramener tous les autres , savoir : 

i^ Le corps n'a qu'un point Jixe^ et par conséquent 
peut tourner en tout sens autour de ce point. 

2° Le corps a deux points fixes , et ne peut ainsi tour- 
ner qu'autour de la ligne menée par ces deux points. 

3° Le corps a trois points fi^es ^ ou, ce qui revient au 
même , s'appuie, par un ou plusieurs points, contre un 
plan inébranlable. 



^QUItlBAB BUN CORPS QUI A UK POIKT PIXS. '87 
$ 1. ^BB li'éQOaiW 9^m Q8flM, DOMt VU $m» POUf MT !»»• 

zii. TaBOR£MB< /'ottT jrii« des forcâs, appliquées à un 
corps dont un point est fixe ^ se fassent éçuilibre, il faut 
et il suffit que les sommes de leurs moments^ par rapport 
à trois axes rectangulaires menés par ce points soient mdr 
les séparément. 

Soient les forces P,P',P"y. • .appliquées à un corps dont 
un point A est fixe. Quoique le point A ne puisse par lui- 
même produire le moindre efibrt, néanmoins il est clair 
que toute force R appliquée à ce point sera détruite par 
sa résistance; celle*ci fait donc Teffet d*une force — E 
égale et directement opposée à R. Ainsi, dans la recher- 
che des conditions d'équilibre, nous pourrons substituer 
au point fixe une force — R appliquée à ce point, cette 
force ayant d'ailleurs une direction et une intensité quel- 
conqueS| puisque la résistance du point A est censée in- 
définie dans tous les sens. Les conditions d'équilibre des 
forces P, P',, * .seront donc les mêmes que celles des foi*- 
ces — R^ P, F,... appliquées à un corps entièrement 
libre. 

Concevons trois axes rectangulaires AX) AY, AZ| me- 
nés par le point A, et décomposons la force — Ren 
trois autres — X', — Y', — Z', parallèles à ces axes. 
Gomme la force — R passe par le point A, sa distance 
à chacun des trois axes est nulle. Ses moments par rap*- 
port aux mêmes axes sont donc nub séparément, et les 
sommes L, M, N des moments des forces P, F..ypar 
rapport aux mêmes axes, resteront les mêmes après Tin- 
troduction de la force — R dans le système. Les six équa- 
tions d'équilibre seront donc 

X — X'cro, Y — r=o, Ï — T^o, 



88 GHAPITRB III. 

Mais la force — R étant tout à fait arbitraire, on peut 
toujours choisir les valeurs des composantes ^-«*X', — Y', 
— Z', de manière à satisfaire aux trois premières équa- 
tions; par conséquent, les équations d'équilibre se rédui- 
sent en définitive aux trois suivantes 

L=o, M=:o, N=:*o, 

conformément à Ténoncé du théorème* 

112. Corollaire L Les forces proposées se font donc 
équilibre, lorsque ces trois équations ont lieu; mais alors 
réquation de condition LX + MY + NZ= o (107) étant 
aussi satisfaite, les forces proposées ont donc une résul- 
tante, et pour que 1 équilibre puisse alors exister, il faut 
que sa direction passe par le point fixe A. En effet, comme 
les moments de la résultante par rapport aux trois axes 
AX, AY, AZ, sont nuls séparément, et comme, d'ailleurs, 
toute force, dont le moment par rapport à un axe est 
nul, doit nécessairement rencontrer cet axe ou lui être 
parallèle, il est clair que la direction de la résultante, ne 
pouvant être parallèle qu'à l'un des trois axes,'doit ren- 
contrer les deux autres, et par conséquent passer par 
leur point d'intersection. 

De là résulte cet autre énoncé du théorème précédent: 

Pour que des forces appliquées à un corps^ dont un 
point est fixe ^ se fassent équilibre y il faut et il suffit 
qu^ elles aient une résultante unique passant par le point 
fixe. 

Au reste, il est facile de démontrer directement le 
théorème ainsi présenté, en remarquant que les forces 
proposées peuvent toujours être remplacées par deux 
forces 11', R", dont l'une R' soit appliquée au point fixe 
A (54), et par conséquent détruite. Pour que l'équilibre 
ait lieu , il faut donc ^ue la force R", à laquelle se réduit 
le système proposé, passe aussi par le point A. D'où il 
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résulte que le système sera en équilibre^ s'il a une ré- 
sultante appliquée au point A. 

On voit en même temps que , dans tous les cas , un 
système de forces quelconques , appliquées à un corps 
qui a un point fixe, peut être mis en équilibre à Taide 
dune seule force. Car, après la réduction qu'on vient 
d'indiquer, il suffira d'introduire dans le système une 
force égale et directement opposée à R". 

De la pression exercée sur le point fiœe, 

11 3. Corollaire II . Lorsque les forces proposées ont 
une résultante unique passant par le point fixe, il n'est 
pas nécessaire, pour l'équilibre du système, que la résis- 
tance du point soit indéfinie ,- elle doit seulement égaler 
la résultante des forces, dont l'intensité détermine donc, 
dans chaque cas particulier, la résistance dont le point 
âxe doit être susceptible. Cette résistance, ainsi déterminée 
et prise en sens contraire, est ce que l'on nomme la 
pression exercée sur le point d'appui par les forces du 
système. Or toutes ces forces, transportées parallèlement 
à elles*mémes pour être appliquées au point fixe, auront 
encore (6i) la même résultante qu'auparavant; d'où il 
résulte que 

La pression exercée sur le point fixe est égale à la ré" 
sultante de toutes les forces données transportées parallè^ 
lement à elles-mêmes au point fixe, 

§ 2. ' DE L*ÉQDIUBRE d'CN CORPS QUI A DEUX POINTS FOLES. /. 

114. Théorème. Pour qu'il y ait équilibre entre des 
forces appliquées à un corps ^ uniquement susceptible de 
tourner autour de Vaxe mené par deux points fi^es y il 
faut et il suffit que la somme des moments des forces ^ par 
rapport à cet axe y soit nulle. 
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Fig. 38. Soient les forces P, P, P^^ . • . appliquées à un corps 
ABC, dont les deux points A, B, sont liés entre eux d'une 
Énanière invariable par la ligne AB, et ne peuvent d*ail- 
leurs glisser le long de cette ligne. Dès lors le cotps àe 
pourra prendre qu*un mouvement de rotation autour de 
Taxe fixe AB, ce qu*on exprime en disant que le corps est 
assujetti à tourner autour de Vaxe AB. 

Désignons par — R', — -R", les forces dont les points 
fixes A} B peuvent tenir lieu par leurs résistances ; nous 
pourrons considérer le corps comme entièrement libre 
dans l'espace et soumis à Faction des forces -"«R', -— R'', 
Py F,. • «Soient les trois axes rectangulaires AX^ AY, AZ 
qui se coupent au point A, et dont l'un AX passe, en 
outre, par l'autre point fixe B. Nommons — -X', —Y', 
-— Z'j — X", — Y", — Z", les composantes des forces 
-^R', — R" suivant ces axes, et désignons la distance AB 
par D. La force ^ — R^ étant immédiatement appliquée au 
point A, ses moments, par rapport aux axes, seront nub. 
Les moments de la force -^ R" par rapport aux axes 
AX, AY, AZ, seront o,— DY", — ^DZ". Donc en désignant, 
comme à l'ordinaire, par X, Y, Z, L, M, N, les sommes 
des composantes et des moments des forces proposées 
par rapport aux mêmes axes, on aura, pour les sixéqua* 
tions d'équilibre du nouveau système, 
X~X'-X"=:o, Y_Y'_Y"=o, Z_Z'_Z"tt:o, 
L =o. M— DY''=o, N— DZ"ï=o. 
Mais en supposant la résistance des deux points fixes in- 
définie en tous sens, on pourra toujours choisir les va- 
leurs des composantes de — R' et de — R" de manière à 
satisfaire aux trois premières équations et aux deux der- 
nières. Par conséquent les équations d'équilibre se rédui- 
ront en définitive à la suivante 

L = o, 
conformément à l'énoncé du théorème. 
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tl5. RemarqIjb I. Lorsque des forces quelconques sont 
appliquées h un corps assujetti h tourner autour dHun axe 
fixe, on peut toujours leur faire équilibre au moyen d*une 
Meule force située dans un plan perpendiculaire à Vaxe. 

Car si Ton remplace les forces proposées par deux sys- 
tèmes de composantes, les unes parallèles à l'axe fixe AB, 
les autres situées dans un plan MN perpendiculaire à cet 
axe, les premières seront détruites par la résistance de 
Taxe, et les autres se réduiront à deux forces dont l'une 
peut être appliquée au point d'intersection de l'axe et du 
plan MN. Il ne restera donc que la seconde force située 
dans le même plan. 

1 16. Remarque II. Si les deux points A, B du corps, au 
lieu d'être entièrement fixes, peuvent glisser ensemble dans 
la direction AB, en conservant toujours la même distance, 
leurs résistances X', X", dans le sens de Taxe AX, s annu* 
lent d'elles-mêmes, et la première des six équations ci- 
dessus ( ii4) devient X =o. Par conséquent, pour que 
l'équilibre ait lieu, les forces proposées doivent satisfaire 
aux deux équations 

X = o, L=o. 

Ce théorème peut s'énoncer ainsi : 

Pour qu^U y ait équilibre entre des forces quelconques 
' appliquées a un corps assujetti a tourner autour d'un axe 
^fi±ey et pouvant en outre glisser le long de cet axe, il faut 
et il suffit i** que la somme des composantes des forces 
données ^ parallèles a V axe fixe y soit nulle; a** que la 
somme des moments des forces données ^ par rapport au 
même axe y soit pareillement nulle. 

Des pressions exercées par lesforces sur les deuxpomtijixes 

du corps en équilibre, 

ti'j. GoROLi^ÂiRÉt Les presstofis exercées $ut les deux 
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points fixes A, B sont, (l*après ce quon a vu plus haut 
( ii3)^ les résistances de ces points prises en sens con- 
traires j et par conséquent égalent les forces R', R" ( 1 14). 
Ainsi, pour déterminer leurs six composantes Xf^ Y', Z'^ 
X", Y", Z", on a les cinq équations 

X— X'— X"=o, Y— Y'— Y"=o, Z—Z'— Z"=o, 
M— DY"=o, N— DZ"=o, 

la sixième équation d'équilibre L = o ne contenant au- 
cune de ces composantes. 

On a donc cinq équations entre six inconnues, ce qui 
semble indiquer au premier abord que les pressions R', R", 
sont indéterminées , ou qu*on peut prendre à volonté l'une 
de leurs six composantes. Mais comme les deux incon- 
nues X'jX" nVntrent que dans la première équation, on 
voit que les quatre équations restantes suffiront pour 
déterminer les quatre autres inconnues. 

En effet les deux dernières équations donnent 

^ — d' ^ — D' 
substituant ces valeurs dans les autres, on en déduit 

^, DY-M _, DZ-N 

Ainsi les forces Y', Z', Y", Z", c est-à-dire les composan- 
tes des pressions perpendiculaires à Taxe AB, seront dé- 
terminées par les quatre équations précédentes, et il ne 
restera que les deux indéterminées X', X", ou les com- 
posantes des pressions suivant AB, dont la première équa- 
tion X'-i-X"=X fera seulement connaître la somme, qui 
est une quantité constante égale à X. 

Chacune des pressions perpendiculaires à Taxe sera d'ail- 
leurs déterminée en intensité et en direction au moyen 
de ses deux composantes, comme on la vu plus haut (89}. 
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Ces résultats peuvent s'énoncer comme il suit : 
Lorsque des forces appliquées à un corps ^ qui a deux 
f oints fixes ^ se font équilibre^ les pressions exercées sur 
ces points perpendiculairement à Paxe sont déterminées en 
intensité et en direction ; et les pressions exercées sur les 
mêmes points j dans le sens de Vaxe^ sont indéterminées se" 
parement, mais sont une somme constante égale à la somme 
des composantes des forces données^ parallèles a Va^xe. 
L'indétermination des pressions exercées sur les deux 
points fixes, suivant Taxe, provient de ce que ces points, 
censés unis par une verge inflexible, se prêtent un appui 
mutuel. Chacun d*eux a donc toujours, soit par lui*méme| 
soit par le concours de Tautre, la quantité de résistance 
nécessaire à l'équilibre, lorsque toutefois la somme des 
deux résistances suffît. Or c'est précisément cette com- 
munauté de résistance qui ne permet pas d'assigner, par 
le calcul, la portion exercée isolément par chacun des 
deux points fixes. 

S 3. — DE l'équilibre d'on corps dont un ou plusieurs points 
s'appuient contre un plan inébranlable. 

II 8. Lemme. Un plan fixe ne peut détruire que lesfor^ 
ces dont les directions lui sont perpendiculaires. 

En effet, soit une force R qui presse un point A con- Fig. 39. 
tre un plan MN. On peut toujours la concevoir décom- 
posée en deux autres. Tune AP, perpendiculaire ou 
normale au plan, lautre AQ située dans ce plan. La pre-. 
mière est nécessairement détruite par la résistance du 
plan, car la direction de la force AP faisant des angles 
égaux avec toutes les droites telles que AQ, menées par 
le point A dans le plan MN, il n'y a pas de raison pour 
que le point A se meuve dans la direction de l'une plutôt 
que dans la direction des autres. Mais la seconde com- 
posante AQ conserve tout son effet, parce que son ac- 
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tion ne peut être altérée par la résistance du plan le long 
duquel elle s*exerce. Donc un plan fixe ne peut dé- 
truire que les forces dont les directions lui sont perpendi- 
culaires , et par conséquent la résistance qu*il oppose en 
un de ses points a le même effet qu'une force nonnik 
appliquée à ce point. 

1 19. Corollaire. Il suit de là que pour déterminer lei 
conditions d'équilibre de forces appliquées à un corpi 
s'appuyant contre un plan fixe par plusieurs points, on 
peut remplacer la résistance des points d'appui par des 
forces normales au plan et appliquées à ces mêmes points 
avec des intensités indéfinies. 

lao. Remarque. Lorsqu'un corps s'appuie contre un 
plan par un nombre quelconque de points ^ on peut tou- 
jours construire un polygone conuexe, ayant pour som- 
mets plusieurs de ces points, et renfermant tous les au- 
tres dans son intérieur. En effet, on joindra d'abord deux 
points A, B, pris de manière que la droite AB laisse tous 
les autres points d'un même côté; on joindra de même le 
point B à un troisième point G choisi de manière quek 
droite 6C laisse d'un même côté tous les points restants. 
Ainsi de suite jusqu'à ce qu'on retombe sur le point A. 

121. Thborbms. Pour qu'il X ^^ équilibre entre dm 
forces appliquées à un corps s'appuyant contre un plan 
fixe par un nombre quelconque de points ^ il faut et il suf- 
fit que ces forces se réduisent à une seule ^ normale auplan^ 
pressant le corps contre le plan, et le rencontrant en un 
point situé dans V intérieur du polygone {com^exe) déter^ 
miné par les points d'appui. 

V^ Démonstration, — Soient les forces P, F, P",. . . ap- 
pliquées au corps ABC. • . s'appuyant contre un plan fixe 
par les points A, B, G. . . ,les résistances opposées par ce 
plan aux points A, B, G.. . • pourront (i 19) être représen- 
tées par des forces r, r^, r"^ • • • normales au plan, et ten« 
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dant à en éloigner le corps ABC • • • Mais ces forces r, r^^' ' .»| 
étant parallèles et de même sens, auront une résultante 
E également normale au plan qu elle rencontrera dans 
nntérifiur du polygone formé par les points d'applicatioii 
des composantes. Ainsi nous pourrons considérer le corps 
comme entièrement libre dans l'espace , et soumis à Tac» 
tien des forces R, P, P', P'V • ^^^^ conséquent, dans le 
cas d'équilibre y les forces données P, P\ V'\. • .auront 
une résultante, égale et directement opposée à R; ce qui 
démontre le théorème. 

On voit d'ailleurs que la condition énoncée suffit pour 
assurer l'équilibre, puisqu'on peut disposer à volonté des 
résistances indéfinies r, r\ r'\ • •, de manière que leur 
somme soit égale et directement opposée à la résultante 
des forces données. 

U* Démonstration. — Concevons trois axes rectangu* Fig. 40. 
laires AX, AY, AZ, dont deux AX, AY soient menés 
dans le plan fixe, Taxe AX passant, en outre, par deux 
points d'appui A et B^ tels que cet axe laisse tous les au- 
tres points d'appui d'un même côté. Désignons par X, Y, Z, 
les sonames des composantes des forces données, paitd* 
lèles aux trois axes, et par L, M, N, les sommes des mo- 
ments des forces, par rapport aux mêmes axes AX, AY, AZ. 
Puisque les résistances r, r', r",.».sont normales au 
plan XAY, leurs composantes parallèles aux axes 
AXL, AY, seront nulles, et les moments de r, r', r",.. .par 
rappQit à Taxe AZ, seront pareillement nuls. Par consé- 
quent , si l'on désigne par /, m, les sommes des moments 
de ces forces par rapport aux axes AX, AY, on aura pour 
les six équations d'équilibre du système total P,P',P",. • • 
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X=o, Y=o, Z+r+r'+r" + ...=o, 
L+/=^o,^ m + mii^^K^ N=o* 
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Ces équations montrent que les forces proposées donrent 
avoir une résultante unique R, puisque Téquation de 
condition LX -+• M Y -h NZ =0 (107) est satisfaite, et que 
les trois sommes X^ Y, Z, ne sont pas nulles à la fois. 

Les deux premières équations X = o, Y=o, nous 
apprennent qne la résultante R n*a pas de composantes 
parallèles aux axes AX, AY, ou, en d'autres termes, qu elle 
est perpendiculaire au plan fixe ; et la troisième équation 
Z 4-/' -h r'-f- r"-|- . . • = o montre qu'elle peut avoir telle 
valeur qu'on voudra, [}()urvu qu elle ne soit pas positive. 
Par conséquent, la résultante tend à presser le corps 
contre le plan fixe. 

Enfin, il résulte de l'équation L + /:r=o, que la direc- 
tion de R rencontre le plan XAY en un point K situé 
dansTintérieurdu polygone convexeABCD. . .En \efret,si 
l'on représente par j, d'\ d"'y». les perpendiculaires abais- 
sées des points K, C, D, . . • sur l'axe AX, les moments des 
forces R, r ', r"\ • . ,par rapport à cet axe, seront Ry, r'V, 
r"'d"\.,.On ne met pas les moments des forces r, r', qui 
sont nuls , l'axe AX passant par les points A et B ou ces 
forces sont appliquées. Ainsi l'équation L + /=o devien- 
dra 

Rj+r V-f-r 'rf"'-i-. . .=0; 

d'où l'on tire, à cause de R = Z=— -(r-j-r'+. . .), 



• • . 



r= 



r-j-r-f-. . . 



Or les résistances parallèles r, r', . • . étant toutes posi- 
tives, et les distances d'\ d"\. • • devant toutes être de 
même signe, puisque les points G, D,... sont, par 
hypothèse, tous placés d'un même côté de l'axe AX,il 
en résulte que la distance j sera de même signe que 
d'\ d"\. . ., et que par conséquent le point K sera situé, 
par rapport à l'axe AX mené parles deux points d'appui 
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A et B, du même côté que les autres points G, D,. . • 
Or, si Ton prend pour axe des x toute autre droite^ telle 
que BG, GD,... qui, joignant deux points d appui, 
laisse tous les autres dun même côté, on démontrera, 
comme tout à l'heure , que le point K doit se trouver, 
par rapport à chacune de ces lignes, du même côté que 
les autres points d'appui; doù il résulte que ce point 
K doit nécessairement tomber dans Fintérieur du poly- 
gone déterminé par les points d'appui. 

laa. GoROLLAiRB I. Dans le cas où le corps s*appuie 
contre le plan fixe par un seul point, il faut et il suffit , 
pour l'équilibre, que les forces données se réduisent à 
une seule force perpendiculaire sur le plan au point d'ap- 
pui, et pressant le corps contre ce plan. 

Si le corps s'appuie par deux points A, B, contre le 
plan fixe, il faut que la résultante le rencontre en un point 
de la droite AB, situé entre A et B. 

Des pressions exercées par la résultante des forces du 

système sur les points d* appui. 

123. GoROLLAiRE II. Daus l'état d'équilibre, les preS' 
sions exercées sur les points d^ appui A , B , G , . . . ne sont 
autre chose que des forces égales et contraires aux résis- 
tances r, r\ r" , . . . dont ces points ont besoin pour 
l'équilibre. Ainsi, pour les déterminer, on n'aura que les 
trois équations 

Z +r-|-r'-|-r"-|-. . .z=o, L4-/=o, M-|-/w = o, 
ou bien 

Z-|-r-f.r + r"+...=o, L-*-rV-*-r 'V"+... = o, 

M+rS'H.r''ô"+...=:oi 

en désignant comme ci-dessus par d^\ d"\. . . les distan- 
ces des points G, D,. . . à l'axe AX, et par 5'^ 8",. , . 
celles des points B, G,. • • à l'axe AY. 

M. Statique. 7 
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Or les résistances r, r'^ r^',... ne devant satisfaire 
quaux trois équations précédentes et, en outre, à la 
condition detre toutes positives, ii est clair que les près- 
sions, qvii leur sont également contraires, restent indé- 
terminées quand il y a plus de trois points d'appui. On 
pourra donc se donner à volonté toutes les pressions des 
ppiqts d'appui , moins trois d'entre elles que Ton calcu- 
lera par les équations ci-dessus, en n admettant toutefois 
aucune hypothèse qui donnerait pour Tune des pressiom 
une valeur positive. Lorsqu'il nya que trois points d'ap- 
pui, les trois équations précédentes ne déterminent les 
pression^ que si les points donnés ne sont paa en ligne 
droite. Car si le point C se trouvait avec les deux autres 
A et B sur Taxe AX, on aurait d"z=zo^ et par conséquent 
r" disparaîtrait de 1 équation L -+- r'W' = o. Alors il ne 
resterait que devix équations pour calculer les trois in- 
connues r, r , r'', qui seraient donc encore indéterminées. 

1 24. Remarque I. Cette indétermination est tout à fait 
analogue à celle dont il a été fait mention plus haut (117). 
Car à cause de Tinflexibilité parfaite du plan contre le- 
quel s'appuie le corps par les points A, B,C, D,..., 
censés invariables entre eux, il est facile d'imagiuer quft 
certaines parties des pressions, exercées par le plan 
contre ces points , peuvent être reportées des unes aux 
autres, sans que 1 équilibre §oit troublé ^ on voit dealers 
qu'on ne peut assigner les valeurs particulières de ce* 
pressions, ni préciser les points où elles s'exercent de 
préférence, sans détruire l'inflexibilité qui résulte, pour le 
plan , de la figure invariable du corps ABCD. . . La théo- 
rie montre eu effet que les résistances particulières des 
points d'appui doivent seulement satisfaire en commun 
aux trois équatioç|S ci-dessus, ç\ que pa^ conséquent si, 
dans les limites détermipées par ces équations, on répa^T- 
tit individuellement)^ pressions sur ces différents! pcÂQU) 
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chacun d eux aura toujours, soit par lui-méine, soit par le 
concours des autres , la quantité de résistance nécessaire 
pour annuler la pression qu*on lui suppose. 

Ainsi disparaît une difficulté qui a beaucoup embar- 
rassé d'Alembert , et qui consiste en ce que les pressions 
des points d'appui sont indéterminées d'après la théorie, 
comme on vient de le voir, tandis que si Ion conçoit un 
corps appuyé contre un plan par plusieurs points, et 
maintenu en équilibre par une force perpendiculaire 
au plan , il est bien clair que chaque point d appui doit 
nécessairement se trouver pressé, et par conséquent 
éprouver une pression complètement déterminée. 

L'indétermination aurait heu en effet si le point d ap- 
pui , une table par exemple, était rigoureusement inflexi- 
ble; mais tel n'est jamais le cas de la nature, et quelque 
peu flexible qu'on suppose le plan , il se déformera tou- 
jours un peu et se comprimera inégalement dans ses 
différentes parties. Or la quantité de déformation et de 
pression en chaque point du plan dépendra non-seule- 
ment des forces du système, mais encore du nombre et 
de la disposition des points d'appui; et quoique les pres- 
sions individuelles de ces points soient bien complètement 
déterminées dans chaque cas particulier, il faudrait, 
pour obtenir autant d équations qu'il y a de points de 
contact , et déterminer ainsi leurs pressions , savoir tenir 
compte des propriétés physiques en vertu desquelles la 
pression totale se distribue dans les diverses pressions 
particulières. Or t'qn n a pas encore donné la solution 
générale de cette question très-difflcile de physique. 

laS,. Remarque U. La pression se calcule simplement 
daps les trois cas suivants : 

1° Lorsque le corps s'appuie contre le plan par un 
seul point A, la pression exercée en ce point est égale à 
la résultante du système proposé. 
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2^ Lorsque le corps s*appuie par deux points A, B, la 
résultante R rencontre la droite AB en un point O, situé 
entre A et B. Alors les pressions r, r' sont données par 
les proportions : 

r:R::OB:AB, r':R::OA:AB. 

Fig. 4i. 3° Lorsque le corps s'appuie par trois points A, B, C, 
non en ligne droite, la résultante R rencontre le plan 
fixe en un point O, situé dans Tintérieur du triangle 
ABC. Or si Ton mène , par Tun des sommets A et par le 
point O, une droite AO prolongée jusqu à sa rencontre 
en D avec le côté opposé BC y en décomposant la résul- 
tante R en deux forces parallèles à sa direction, de même 
sens^ et appliquées aux points A, D, on déterminera 
leurs intensités r, F par les deux proportions 

r:R::OD:AD, F:R::AO:AD- 

Décomposant pareillement la force F en deux autres 
parallèles à sa direction, de même sens, et appliquées 
aux points B , G , on déterminera leurs intensités r', r" 
par les deux proportions 

r':F::DC:BC, r":F::BD:BC. 

On aura donc la valeur des pressions r, r', r" exercées 
aux trois points d appui A, B, C. 

S 4- O^ r équilibre dan corps s^ appuyant contre plusieurs 

plans à la fois, 

1 26. Il est facile d'appliquer les considérations précé- 
dentes à l'équilibre d'un corps qui s'appuie à la fois contre 
plusieurs plans. Car les résistances des plans peuTCot 
se remplacer par des forces normales à ces plans, suscep- 
tibles d'une intensité infinie, et appliquées à des points 
situés dans l'intérieur des polygones déterminés par les 
points d'appui. Si donc on exprime qu'il y a équilibre 
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entre les foix^es proposées et des forces normales aux 

plans fixes, agissant en sens contraire de la pression 

exercée aux divers points d'appui, on aura les équations 

auxquelles le système proposé devra satisfaire pour que 

l'équilibre ait lieu. 

§ 5. De réquilibre d'un point assujetti à rester sur une 
ligne ou sur une surface donnée. 

127. Théorème. Pour qu'un point sollicité par des 
forées quelconques et assujetti à rester sur une ligne 
courbe donnée , soit en équilibre , il faut et il suffit que 
la résultante des forces soit normale à la courbe ^^ c'est-à- 
dire perpendiculaire à la tangente menée en ce point. 

Car soit le point M assujetti à rester sur la courbe AB, Fig. 4^4 
et soit R la résultante des forces qui lui sont appliquées. 
Comme la tangente TT', menée à la courbe au point M, 
a la même direction que l'élément rectiligne situé en ce 
point, les conditions d'équilibre du point M doivent être 
les mêmes que s'il était assujetti à décrire la tangente 
Tf. Or^ si la direction de la résultante R fait deux an- 
gles droits avec la tangente, il n'y pas déraison pour que 
le point M se meuve du côté MT, plutôt que du côté 
Mï', et, par conséquent, il restera en équilibre. 

Cette condition est d'ailleurs suffisante. Car si la résul- 
tante R avait une direction oblique, par rapport à la tan- Fig. 43. 
gente MT, elle se décomposerait en deux forces, l'une 
normale MR', qui serait détruite comme on vient de le 
dire , et l'autre Mï, qui ferait mouvoir le point M , sui- 
vant cette tangente. 

128. Théorème. Pour qu'un point sollicité par des 
forces quelconques y et assujetti à rester sur une surface 
courbe , soit en équilibre , il faut et il suffit que la résul- 
tante des forces soit normale à la surface y c'est-à-dire 
au plan tangent mené à la surface en ce point. 
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En effet, comme le point M peut se mouvoir sut 
toutes les lignes tracées par ce point sur la surface, il 
faut, pour qu'il soit en équilibre, que la tésultante des 
forces données soit à la fois perpendiculaire aux tan* 
gentes menées à toutes ces courbes par le point M, et, 
par conséquent ^ au plan tangent mené à la surface par 
ce point. 

Cette condition est d'ailleurs suffisante ; car si la ré- 
sultante avait une direction oblique par rapport au plan 
tangent, elle se décomposerait en deux forces, Tune no^ 
maie au plan ^ et qui serait détruite y lautre dirigée sui- 
vant la tangente à Tune des courbes , et qui aurait tout 
son effet. 

1 29. Remarque. Lorsqu'un corps , sollicité par des 
forces quelconques, s'appuie en différents points contre 
une ou plusieurs surfaces courbes , on déterminera les 
équations d'équilibre, en cherchant, au moyen des 
équations des surfaces , celles des plans tangents ou des . 
normales aux divers points de contact, et en introdui- 
sant, dans les six équations générales de l'équilibre d'un 
corps entièrement libre , autant de forces indéterminées 
dirigées suivant ces normales. 
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CHAPITRE IV. 



DES CENTRES BE GRAVITÉ. 



S !• Considérations générales sur les corps pesants 
et sur les centres de grai^ité. 

i3o. Dans tout ce qui précède, nous avons fait abs- 
traction de la pesanteur des corps ; nous allons mainte- 
nant avoir égard à cette propriété générale de la matière, 
et faire voir comment les principes établis plus haut 
s'appliquent à l'équilibre des corps, tels qu'on les ren- 
contre dans la nature. 

On Si^pelXe pesanteur ou gravité la cause inconnue qui 
précipite les corps vers la surface de la terre, aussitôt 
qu'ils cessent d'être soutenus. 

La pesanteur, étant une cause de mouvement , peut 
donc être regardée comme une force. Son action pé- 
nètre intimement les masses des corps, et s'exerce sépa- 
rément sur toutes leurs molécules , comme si elles 
étaient simplement en contact. Car on sait que, dans le 
vide , une balle de plomb et le plus petit morceau de 
liège , par exemple , tombent de la même hauteur avec 
la même vitesse. Ainsi, l'action de la pesanteur peut être 
représentée par des forces appliquées à tous les points 
matériels du corps. Il ne reste donc à déterminer que 
leurs directions et leurs intensités. 

La direction de la pesanteur est indiquée par celle que 
suivent les corps , en tombant librement aussitôt qu'on 
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les abandonne à eux-mêmes. Elle est très-bien repré' 
sentée par un fil à plomb en équilibre , ou par la per- 
pendiculaire à la surface des eaux tranquilles. Cette direo 
tion est ce qu'on nomme la ^verticale du lieu , et tout plan 
perpendiculaire à la verticale se nomme plan horizontal. 
Les directions de la pesanteur, en différents lieux de 
la terre , concourent sensiblement vers son centre, à 
cause de la forme à peu près sphérique de sa suriace. 
Mais comme les corps que Ion considère ordinairement 
dans la Statique ont des dimensions minimes^ par rap- 
port au rayon terrestre^ qui égale 636 myriam êtres, en 
nombres ronds, on peut, sans erreur sensible, regarder 
comme parallèles deux verticales peu éloignées qui vont 
se rencontrer à une aussi grande distance. 

U intensité de la pesanteur varie à la surface de la 
terre avec la latitude , depuis Téquateur où elle est la 
plus petite, jusqu'au pôle où elle est la plus grande. Elle 
varie aussi, sur une même verticale, avec l'élévation au- 
dessus de la surface terrestre , et diminue en raison in- 
verse du carré des distances au centre du globe. Mais 
comme ces variations ne deviennent sensibles que pour 
des changements très-considérables en latitude et en hau- 
teur, nous pouvons les supposer nulles dans la Statique. 

Ainsi, dans tout ce qui va suivre, nous regarderons 
tout corps pesant comme composé de molécules égales, 
sollicitées par de petites forces égales, parallèles et de 
même sens. Nous pourrons donc appliquer aux forces 
provenant de la pesanteur, les mêmes raisonnements 
qu'à un système de points matériels liés entre eux d'une 
manière invariable. 

i3i. 11 résulte immédiatement de là que, pour un corps 
quelconque, i° la résultante de toutes les actions parallèles 
de la pesanteur est parallèle a leur direction commune^ 
c^est'Ci'dire est verticale; o:^ quelle est égale a leur somme. 



DES CENTRES DE GRAVITÉ. loS 

L'intensité de cette résultante est ce qu'on nomme le 
foids du corps. Il est facile de voir que ce poids est in- 
dépendant de la forme ou de la figure du corps , mais 
proportionnel au nombre de molécules matérielles dont 
il se compose, ou à la quantité de matière qu'il ren- 
ferme, et qu'on appelle sa masse. 

Ainsi le mot pesanteur ou gravité désigne la cause qui 
attire les corps vers la terre ; et le mot poids exprime 
la force particulière qui en résulte pour chacun d'eux , 
ou l'effort qu'il faut déployer pour les soutenir. 

De plus^ il est évident que, pour des corps homogè- 
nes, le poids est proportionnel au volume. 

13a. Nous avons vu (44) <iue , pour tout système de 
forces parallèles et de même sens, il existe un point 
unique nommé centre des forces parallèles^ et par le- 
quel passent toutes les résultantes successives du sys- 
tème des forces^ lorsqu'on les fait tourner autour de 
leurs points d'application , tout en conservant leur pa- 
rallélisme. Mais si, au lieu de faire varier la direction 
commune des forces, le corps restant fixe, on suppose 
cette direction constante , ce qui est le cas de la pesan- 
teur, et qu'on fasse tourner le corps dans l'espace, il 
est clair que la résultante passera toujours par le même 
point du corps. Or, dans les diverses positions qu'on 
peut faire prendre à un corps pesant, les forces de la 
pesanteur restent les mêmes et agissent aux mêmes 
points^ sans cesser d'être parallèles. Il existe donc, 
dans tout corps pesant , un point unique par lequel la 
direction du poids passe toujours , de quelque manière 
qu'on tourne ce corps dans l'espace. Ce point remar- 
quable est ce qu'on nomme le centre de gravité. 

i33. Le centre de gravité d'un corps n'est donc au- 
tre chose que le centre des forces parallèles de la pe- 
santeur, appliquées à tous ses points matériels. Par con- 
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séquent , il résulte de ce qu'on a établi plus haut (99) 
que la distance du centre de gravité à wi plan quelcon- 
que est égale a la moyenne distance de tous les point» 
matériels du corps au même plan^ 

Ainsi la position du centre de gravité dans les corps 
ne dépend nullement de l'intensité de la pesanteur, 
mais uniquement de la manière dont les points maté- 
riels sont disposés les uns par rapport aux autres; ou, 
en d'autres termes^ le centre de gravité^ pour les corps 
homogènes, est le même que le centre de figure. 

i34* Si le centre de gravité d'un corps soumis à la 
seule action de la pesanteur est supposé fixe ^ il est clair 
que le corps sera en équilibre dans toutes les positions 
possibles autour de ces points \ car, dans quelque posi- 
tion que ce soit , la résultante de toutes les forces de 
la pesanteur passera par le même point fixe , et , par 
conséquent, son effet sera détruit. 

De là résulte un moyen très-simple de trouver le 
centre de gravité d'un corps de forme quelconque , ho- 
mogène ou hétérogène. On le suspend à un point fixe, 
au moyen d'un fil dont l'extrémité inférieure est attachée 
à un point de sa surface, et l'on attend qu'il soit en 
équilibre. Alors le poids du corps, qui est une force 
verticale appliquée à son centre de gravité, a la même 
direction verticale que le fil, et se trouve détruit par 
la résistance du point fixe, comme s'il y était immé- 
diatement appliqué. Le prolongement du fil va donc, 
dans l'état d'équilibre, passer par le centre de gravité du 
corps, tl en sera encore de même, si l'on attache l'ex- 
trémité inférieure du fil à un autre point de la surface 
du corps ; et, par conséquent, l'emplacement de son centre 
de gravité sera déterminé par l'intersection des prolon- 
gements du fil tracés successivement dans l'intérieur du 
corps dans ces deux positions. 
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1 35. Si Ton conçoit qu'on ait remplacé toutes les actions 
de la pesanteur qui s'exercent sur un corps, par leur ré- 
sultante appliquée au centre de gravité, laquelle produit 
identiquement le même effet, il est clair qu'on pourra 
considérer le centre de gravité comme un point où toute 
la masse du corps est concentrée, A l'aide de cette ob- 
servation , on simplifie beaucoup la solution des problè- 
mes où l'on veut avoir égard à la pesanteur. Car si l'on 
regarde chaque corps d'un système quelconque comme 
réduit à son centre de gravité, censé sollicité par une 
force égale et parallèle au poids du corps , en combi- 
nant ces nouvelles forces avfec les autres forces données, 
on pourra, d'après les théories précédentes, obtenir les 
conditions d'équilibre, absolument de la même manière 
que si tous les corps du système étaient sans pesanteur. 
Il ne reste donc plus qu'à faire voir comment on peut 
déterminer les centres de gravité des différents corps 
ou systèmes qu'on peut avoir à considérer. 

S 2. Détermination du centre de gravité d*un système de 
corps pour chacun desquels ce centre est connu. 

i36. Lorsqu'un corps ou système peut être considéré 
comme composé de parties dont on connaît individuel- 
lement les centres de gravité et les points respectifs , on 
en déduit îmmédiatetnent le centre de gravité du cotp^ 
ou système. Car ce centre n'est évidemment autre chose 
que le centre des forces parallèles et de même âens, 
égales aux poids des corps et appliquées aux centres de 
gravité respectifs. On pourra donc le déterminer, soit 
par la composition successive des forces (4a), soit par la 
théorie des moments (9g). 

Il résulte de la construction indiquée au n° 4^ (fig* 2o)> 
que si les centres de gravité de tous les corps particuliers 
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que l'on considère sont, i*" dans un même plan; a* sur 
une même droite , le centre de gravité de tout le sp* 
tème sera pareillement, i* dans le même plan; a"* sur la 
même droite. Les mêmes conséquences peuvent aussi se 
conclure de la théorie des moments. 

D*abord si Ion représente par F, P",. . .les poids des 
différents corps du système, et par X, a!^ x'\. • .les dis- 
tances des centres de gravité du système et des corps à 
un plan , on aura (99) : 

^ PV + PV-i-... 



F + F'+ 



• • 



et comme les masses sont proportionnelles aux poids, 
si Ton désigne par M', M", . . . celles des corps dont les 
poids sont P', P'',. . .la formule ci-dessus deviendra 



^_MV + MV + 






M' + M" 



• • 



En calculant les distances X, Y, Z, du centre de gra- 
vité à trois plans, qu'on peut si:^pposer, pour plus de 
simplicité, rectangulaires entre eux, la position de ce 
point dans l'espace sera complètement déterminée. 

L'expression MV, qui s'énonce le moment de h 
771^556 M', n'est autre chose que le produit de cette masse 
par la distance de son centre de gravité au plan que Ton 
considère. 

On voit par les équations de la dernière forme, que 
la position du centre de gravité est indépendante de 
l'action de la pesanteur, comme on Fa déjà reconnu (i33). 

iSj. Lorsque les masses du système, supposées aii 
nombre de /z, sont égales, on a 



X = 



^E \ X ' I ■ . • . 

n 
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Donc dans un système de corps de même masse ^ la diS" 
tance du centre de gravité d^un plan quelconque est égale 
a la moyenne distance des centres de gravité de tous ces 
corps a ce plan, 

i38. Dans le cas particulier où le plan par rapport 
auquel on prend les moments passe par le centre de 
gravité d'un système de corps qoeiconques, on a X=o, 
et par conséquent 

Donc la somme des moments des masses y par rapport à 
un plan passant par le centre de gravité du système y est 
toujours nulle y ou en d'autres termes, la somme des mo- 
ments des masses situées d'un même côté du plan est 
égale à la somme des moments des musses situées de Pou- 
tre côté, 

"Réciproquement, si Ton a MV-f- M'V-f-. . . = o,on 
en conclut X = o. 

Donc lorsque la somme des moments des masses^ par rap- 
port a un plan y est nulle y le centre de gravité du système 
est dans ce plan, 

U est facile de tirer de là les mêmes conséquences 
qu'au n^ i36, pour les deux cas particuliers où les cen- 
tres de gravité des corps sont, i^ dans un même plan, 
a^ sur une même droite. 

139. Lorsque les centres de gravité de tous les corps 
sont dans un même plan, comme celui du système doit 
être aussi dans ce plan y si Ton prend les deux autres 
plans coordonnés perpendiculaires au premier, il est clair 
que les distances des divers centres de gravité à ces deux 
plans seront les mêmes que leurs distances aux traces 
de ces plans sur le premier. 

Donc si dans le plan des centres de gravité, l'on mène 
deux axes non parallèles, et que d'ailleurs, pour chacun 
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d'eux I on ait soin de regarder comme positifs tous 
moments des masses situées d'un même €oté de Taxe, puii 
comme négatifs ceux des masses situées de Tautie coté, 
on conclut de ce qui précède que 

Les (fi^tances respectives du centre de gravité du, système 
0140: deux cuves, sont ég(^^os aux deux sommes respeetivet 
iies moments de toutes les masses, par rapport aux mi- 
mes axes y divisées par la somme des masses. 

Menant aux distances trouvées, et du côté indiqué par 
leur signe, deux parallèles aux axes, leur intersection 
donnera le centre de gravité. 

i4o. Enfin, lorsque les centres de tous les corps sqnt 
sur une même ligne droite, comme celui du système 
doit être aussi sur cette droite, il ne restera qu*à dé- 
terminer sa distance à un plan, qu'on prendra, pour plus 
de facilité, perpendiculaire à la droite. Alors les distan- 
ces des centres de gravité des corps au plan seront les 
mêmes que leurs distances au point d'intersection de h 
4roite et du pl^n. 

Donc si plusieurs corps ont leurs centres de gravité sut 
une même droite y la distance du centre de gravité du srS" 
tèpie a un point pris -arbitrairement sur cette droite^ est 
égah à la somme des moments des masses, par rempart à 
ce point , divisée par lu somme des masses. 

Si donc on a soin de regarder comme positifs les mo- 
ments des ms^sses situées d'un même coté du point, et 
comme négatifs ceux des masses situées de Tautre côté, 
en prenavit à partir de ce point, et du côté indiqué par 
le signe, une longueur égale à la distance trouvée^ on 
s|ura la position du centre de gravité. 

i4i* Lorsque le corps ou système n'est pas suscepti- 
ble de se décomposer en parties dont on connaisse les 
centres de gravité, on ne peut, en général, déterminer le 
centre de gravité du cprps qu'à l'aide du calcul intégral 



. 
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Toutefois on peut obtenir assez simplement ceux de la 
plupart des corps dont on s'occupe en Géométrie, comme 
nous allons le faire voir. 

Nous supposerons , pour plus de simplicité , les corps 
homogènes ou uniformément denses dans toutes leurs 
parti^. Dans ce cas, les poids P', P",...des corps 
d'un système , deviennent proportionnels aux volumes 
T',V",. . .de ces corps, et les équations ci-dessus pren- 
nent la forme 



^ V + V" 

On ne détermine ordinairement les centres de gravité 
des lignes, surfaces et volumes considérés en Géométrie, 
qu'en les supposant homogènes et doués d'une pesanteur 
uniforme en tous leurs points. Ainsi dans la détermipa- 
tion du centre de gravité de Taire d'un triangle, il fa\i- 
dra sous-entendre que les points de ce triangle sont sol- 
licités par des forces égales , parallèles et de même sens ; 
alors le centre de gravité du triangle sera le centre de 
ces forces parallèles, ou bien le point d'application de 
leur résultante. 

On voit que la position du centre de gravité ne dé- 
pendra plus que de la figure, de sorte que la recherche 
des centres de gravité rentrera dans les problèmes de 
Géométrie. 

§ 3. — Des centres de gravité des figures. 

142. Théorème. Toute figure symétrique ^ par rapport 
€g un point y ou ayant un point tel qu'un plan quel" 
conque mené par ce point la coupe en deux parties symé^' 
triques y a son centre de gravité en ce point y qui est le 
centre défigure. 

Car tout plan mené par le centre de la figure^ la 



lia GHÀPiTaB IV. 



coupant en deux parties symétriques , doit évidemment 
contenir le centre de gravité, puisque ce centre est un 
point unique ne dépendant que de la ligure^ et que, par 
conséquent , il n*y a pas de raison pour qu'il se trouve 
d'un côté du plan plutôt que de l'autre côté. Le centre de 
gravité devant ainsi se trouver dans tous les plans qu'on 
peut mener par le centre de figure, sera donc à leur 
intersection , qui n'est autre que ce dernier point. 

143. Corollaire. On peut immédiatement conclure 
de là que 

1° Le centre de gravité d'une ligne droite est au 
point milieu de cette droite; 

2*^ Le centre de gravité du périmètre ou de l'aire d'un 
parallélogramme est à l'intersection de ses deux diago- 
nales , ou au point milieu de l'une d'elles ; 

3^ Le centre de gravité de la surface ou du volume 
d'un parallélépipède est à l'intersection de ses quatre 
diagonales , ou au point milieu de l'une d'elles ; 

4** Le centre de gravité de la circonférence ou de 
l'aire d'un cercle est à son centre j 

5** Le centre de gravité de la surface ou du volume 
d'une sphère est à son centre ; 

6° Le centre de gravité de la surface ou du volume 
d'un cylindre à bases parallèles est au point milieu de 
son axe. 

i44» Problème I. Déterminer le centre de gravité -^ 
i** du périmètre d!un triangle, 2° du périmètre d^ un poly- 
gone quelconquej et, en général^ d^un assemblage de lignes 
droites disposées comme on voudra dans V espace. 
Fig. 44. 1° Soit le triangle ABC dont les trois côtés AB, AC, 
BC, ont pour milieux les points /?, p\ p". Les poids des 
côtés AB, AC, BC, seront des forces verticales P, F,P', 
proportionnelles à leurs longueurs, et appliquées aux 
points/?,/?', p". La solution du problème se réduit à dé- 
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terminer le centre des trois forces parallèles P, P', P". 
Or si Ton divise la droite pp' en deux parties pDj Dp', ré- 
ciproquement proportionnelles aux longueurs AB^ AG, 
et qu'après avoir mené la droite T^p''^ on la divise en 
deux parties DO, Op", réciproquement proportionnelles 
aux longueurs (AB + BG) et BG, le point O sera le 
centre de gravité du périmètre ABG. 

Maintenant, comme les côtés du triangle ABG sont 
doubles des côtés du triangle pp^'j il est clair que la 
proportion 

pDiBpiiAC :AD 

devient pD : Dp' : : pp" : //?". 

Donc la droite Dp" divise langle pp'^ en deux par- 
ties égales. De même les droites pO, p'O divisent cha- 
cun des angles p, p', en deux parties égales. Donc , 

Le centre de gravité du périmètre d*un triangle est 
le centre du cercle inscrit dans le triangle formé par les 
droites qui joignent les milieux des côtés du triangle donné. 

2" Pour déterminer le centre de gravité du périmè- 
tre d'un polygone ou d un assemblage quelconque de 
droites , on regardera chaque droite comme concentrée 
en son centre dé gravité, qui est au milieu de sa lon- 
gueur; on n'aura donc plus à considérer qu'un sys- 
tème de forces verticales, proportionnelles aux lon- 
gueurs des droites, et appliquées en leurs points milieux. 
Par conséquent, on déterminera le centre de gravité du 
système, soit par la composition successive de ces forces 
parallèles (42), soit par la théorie des moments (iSp). 

145. Problème II. Déterminer le centre de graifité 
1° de Vaire d^un triangle^ a® de Vaire d^un polygone^ 
et, en général, d^un assemblage de figures planes et rec» 
tilignes disposées comme on voudra dans V espace? 

t" Soit ABG le triangle proposét Si l'on conçoit la Fig.45, 
M. Statique. s 
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surfadë eoiûià^û composée d'une infinité de tranchtt 
très-minces parallèles à la base AB, il eat dair que k 
droite BD, menée du sommet B au milieu D de la base, 
divisera toutes ces tranches en deux parties égal». 
Par conséquent , leurs centres de gravité seront sur la 
droite CD, qui contiendra donc celui de leuf système 
ou du triangle ABC. Par la même raison, le centre de 
gravité du triangle doit se trouver sur la droite AE 
menée du sommet A au nailieu E du côté opposé BC; 
il sera donc à Tintersection G des droites BD, A^, 

La droite GF, menée du troisième sommet C au 
milieu du côté opposé AB, passe aussi par le point G, 
qui est en même temps le centre de figure du triangle. 

Maintenant si Ton mène la droite DE , elle sera pa- 
rallèle à AB et égale à - AB, puisque les points P| ]S, 

sont les milieux des côtés AC, BG. Donc les triangles 
semblables D6E, A6B donneront 

DG:BG::DE:AB:;i:a, 

d'où il résulte que DG est la moitié de BG, et, par 
conséquent, le tiers de BD. Donc, 

Le centre de graifité de Vaire d^un triangle est 
sur la ligne menée cPun sommet quelconque au milieu 
du côté opposé y pris pour base^ et se trouve au tiers de 
cette ligne à partir de la base^ ou aux deux tiers à par- 
tir du sommet. 

a** Tout polygone pouvait se décomposer en trian- 
gles par des diagonales , si Ton détermine les centres de 
gravité de tous les triangles du système, les poids de 
ces triangles seront des forces verticales P, P', P^..., 
proportionnelles à leurs surfaces , et appliquées à leurs 
centres de gravité. Il ne restera donc plus qu'à déter- 
miner le centre des forces parallèles P, P*, F',. . ,,soit 
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par la coipposItioQ successive de ces forces, soit par I^ 
théorie des moments, 

i46. Rbmarqub* Comme la démollstIalip^ pr^ç^r 
iente (i44> i^) P^ut paraître ne pas ayoir tOVt^ 1a ri- 
g^ueur possible, nous ajoutons |a suivante, qui ne laisse 
rien à désirer sous ce rapport, et cpii est basée sur 
la théorie des moments. 

Soit le triangle ABC; si par le milieu D de la base Fi&A" 
BC, on mène aux cotés ÂB, ÂG, les parallèles DE, DF, 
qui les rencontrent en E et en F, le triangle sera dé- 
composé en un parallélogramme AEDF, et en deux 
triangles BDF, DEC, égaux entre eux, et semblables 
au triangle ABC. Par conséquent (i36) le moment du 
triangle proposé, par rapport à une droite tracée dans 
son plan^ égalera la somme des moments du parallé- 
logramme et des deux triangles partiels. 

Or, si Ton représente par S la surface du triangle 
ABC, par h sa hauteur, et par x la distance de son 
centre de gravité à la base BC, on aura 

S 
surface ABC == S, jurface AEDF = - ^ 

c 
surface IHE^^ = surface BFD = - • 

Donc si Ton prend ces moments par rapport à la 

base BG^ 

i*" Le moment du triangle ABC sera S.jr. 

â" Le moment du parallélogramme AEDF s^a 

-r- -; car ^.on centre de gravité, se trouvant au mi- 
lieu de la diagonale FE (i43), est donc à une Ah- 

l|pçe - de BC 

3^ Le moment de chacun des triasgles fkartîdU D^, 

8. 
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g 

BFD, sera 7 • x\ en désignant par x' la distance com- 
4 

mune de leurs centres de gravité à la base BG. 
Ainsi Ton aura 

SA S . S , 

0%X'=^ — • 1- -;%X H ; • or, 

a a 4 4 

d» * Il X 
ou j:=- h • 

4 a 

Concevons maintenant qu'on fasse dans le triangle DEC, 
la même construction que dans le triangle BAC. Alors 
le triangle DEC sera décomposé en un parallélogramme 
et en deux triangles partiels; de sorte qu'en nommant jt" 
la distance analogue à x ^ et observant que la hauteur 

des nouveaux triangles partiels est -7 ou la moitié de la 

hauteur du triangle DEC, on aura comme ci-dessus 

h al' 



^=8"^r 



• 



En continuant la même construction , on aura de même 



,, h x" 
10 2 ' 

ifi '*' X 

02 2 ' 

x"\ x^^'y,. désignant, pour les triangles partiels successifs, 
les distances de leur centre de gravité à la base BC^ dis- 
tances qui vont sans cesse en diminuant , et sont tou- 
jours plus petites que les hauteurs des triangles relatifs, 
de sorte que la dernière x^ peut être rendue plus petite 
que toute quantité donnée. 

Si donc on met successivement dans la première 
équation, à Xj x'\ ;r'",...a:^ leurs valeurs tirées des 
équations suivantes , on aura 
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_h h h h 

dont le dernier terme peut être rendu plus petit que 
toute quantité donnée, en prenant m suffisamment gcand. 
On a donc rigoureusement (*) 

k 

On prouvera de méme^ en prenant AB pour base du Fig. 47 
triangle ABC , que la distance de son centre de gravité à 
a base AB se trouve au tiers de la hauteur â' en par- 
tant de la base. Donc ce centre est au point dlntersec- 
tien G des deux parallèles EF, HL, menées aux côtés 

BC, AB,aux distances ' tt-. Or, d*après la construction, 

o o 



Dn a 



CF = :^, et AL=^; 

donc les points F, L, partagent CA en trois parties éga- 
es. Or de AL = LF, on conclut EG = GF, et par suite 
3D = DC. Donc enfin le centre de gravité G du trian- 
gle ABC se trouve sur la droite AD , menée du sommet 
V. au milieu de la base BG^ et à une distance de cette 
)ase , égale au tiers de la hauteur du triangle. 

i4y» CoROLLÀiRB I. La distance du centre de gravité 
Vun triangle y a un plan situé dUme manière quelconque 
lans l'espace y est égale à la moyenne distance de ses trois 
ommets au même plan, 

(*) Nous avons fait voir dans notre Algèbre (n** 286, 3**} 
u'une progression décroissante et prolongée à Tinfini, dont le 
remier terme est a et dont la raison est q^ a pour somme de 

>us ses termes l'expression 



I— y 
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Car si Ton conçoit trois masses égalée dont les centres 
Fig* 47* de gravité soient aux trois sommets d*un triangle ABC, 
la distance dû centre de gravité du système à un plan 
quelconque égalera (iSj) la moyenne distance des cen- 
tres de gravité des trois masses à ce plan. Or on trouYe 
le centre de gravité du système^ en prenant d'abord, par 
exemple, celui des deux masses B, G, qui est au milieu 
D de BG, et divisant AD au point G, en dbux parties 
réciproquement proportionnelles àùx hôihbt^ a et i. 
Gomme la même cohstructioii donne aussi {i^iy ^^) ^ 
centre de gravité du triangle ABCi on en conclut 
l'énoncé du corollaire. 

i48. Problème III. Déterminer le centre de granté 
(Tûn trapèze? 

La détermination du centre de gravité d'un trapèze 
serait peut-être mieux placée comme corollaire ou re" 
marque du n^ i44; niars nous atohs préféré l'exposera 
part, pour mieux séparer les articles. 

Fig. 4^* Soit le trapèze ABGD. Si Ton prolonge les deux côtés 
non parallèles jusqu'à leur rencontre en E, on aura 
deux triangles semblables EBC, ÈAD. La droite EG 
menée du sommet commun A, au milieu G de la base 
AD , passant aussi par le milieu F de la base BG , con- 
tiendra donc les centres de gravité des deux triangles , 
et par suite (i36) celui du trapèze ABGD ifprmé par 
leur différence. On obtiendra donc le centre de gravité 
du trapèze, en déterminant, soit sa distance ^ à la base 
AD, soit sa distance / à la base BG , ou bien, ce qui est 
plus simple ici, le rapport de ^ à j. 

Or, si Ton désigne par kl, A, les hauteurs des trian- 
gles AED , BEG , et par H* la surface ou le poids clu 
triangle AED, h^ sera le poids du triangle BÈG, et 
(H* — /**) celui du trapèze ABGD. Prenant lés moménià 
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H 

de ces poids par rapport à la base AD, on a H* • -^ pour 

celui de H% h^f-^ + U — n\ pour celui de h% et 

or (H — h) pour celui de H* — A*. Le premier moment 
devant égaler la somme des autres, on a donc 

d'où Ton tire 3(H» — A»)^=ff — 3A'H + 2h\ 

On trouverait de la même manière une équation en^; 
mais on l'obtient plus simplement en observant qu'on a 
^zzz(H — A) — ar, d'où a? = H — A—/. Substituant à 
a: cette valeur dans l'équation précédente, il vient, après 
la réduction , 

3(H*— A«)7=A' — 3H*A + 2H'. 

Divisant les deux équations, membre à membre, on a 

:g_ H3— 3A'H+2A^ _ (H— A)' (H+2 A) _ H + >A 
X~ A3— 3H^A+2ff ~(H— A)' (A 4-2H)~ A + aH' 

d'où ^:7::H + aA: A + 2H; 

et enfin^ en remplaçant les hauteurs H, A, par les bases 
B| by qui leur sont proportionnelles ^ 

^ :/ :: B + ai : i •+• aB. 

Par conséquent, 

Le centre de gropité d*nn trapèze est sur la droite joi^ 
gnaht les pûinti milieux des deux bases ^ et divise cette 
droite en deux parties proportionnelles aux deux sommes 
qv^on obtient en ajoutartt i^ la première base à deux fols 
lu seconde y !i® la seconde basé à deux fois la première. 

D'après cela, si Ton prolonge BC, vers la droite, d'une 
lon^enr CH égale à AD , et AD, tcts la gauche , d'une 
iMguetÉt AI ^^M « BO, fa ^oitè meàréé dti point H 
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au point I, coupera FG en un point O, qui sera le cen* 
tre de gravité du trapèze ÂBGD. 

En effet, les triangles semblables OIG, OFH donnent 
la proportion 

OG:OF::IG:FH:: ifi+A :-i+B::B + ai: i + aB. 

i4g. Remarqué. On peut observer que, 
i^ La proportion précédente convient à tous les tra- 
pèzes qui ont des bases proportionnelles ; car elle ne dé- 
pend pas de la hauteur du trapèze, mais seulement du 
rapport des bases. 

a® Lorsque les bases sont égales, on a :r =/. En effet, 
le trapèze devient alors un parallélogramme. 

3** Lorsque Tune des bases b est nulle, on a^=-? 

comme cela doit êtrej car le trapèze devient un triangle 
dont la base est B. 

i5o. Problemb IV. Déterminer le centre de gravité 
i^du volume d^un prisme triangulaire^ a® du volume d*un 
prisme quelconque? 
Pîg'AQ. 1° Soit le prisme triangulaire ABCDEF. Si Ton mène, 
à égale distance des bases ABC, DEF, un plan HIL, qui 
leur soit parallèle, ce plan partagera chacune des arêtes 
latérales AD^ BE, CF, en deux parties égales aux points 
H, I, L, et coupera le prisme suivant un triangle 
HIL, dont les côtés seront égaux et parallèles aux côtés 
des bases. Or , il est facile de faire voir que le centre de 
gravité du prisme n'est autre que le centre de gravité 
du triangle HIL. 

En effet, concevons le prisme comme composé d'une 
infinité de tranches très-minces, telles que adjc, paral- 
lèles à Tune des faces latérales ADFG. Le plan HIL cou- 
pera toutes ces tranches suivant des droites, telles que 
A/, parallèles à HL, et la droite IM, menée du point I au 
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milieu M de HL, passera de même par le milieu 6 de toute 
droite telle que hl. Or (i43) 1^ points M^ G sont les 
centres de gravité des parallélogrammes ADFC, adfc\ 
donc la droite IM contient les centres de gravité de tou- 
tes les tranches parallèles à la face ÂDFC^ et, par consé- 
quent, celui de leur système ou du prisme AF. Par la 
même raison, le centre de gravité du prisme doit se trou- 
ver sur la droite LN menée du point L au milieu N de 
HI. 11 sera donc au point d'intersection G des droites 
IM, LN, qui est (141) le centre de gravité de la section 
HIL. Donc, le centre de gratuité d'un prisme triangulaire 
se trouve au centre de grai^ité de la section faite dans 
le prisme parallèlement aux bases y à égalé distance de 
chacune déciles. 

De plus, si Ton mène par le point G une parallèle 
G'G" aux arêtes latérales du prisme, il est clair que les 
points G', G", où elle rencontrera les bases ABC, DEF, 
seront situés dans ces triangles, absolument de la même 
manière que le point G dans le triangle HIL; donc les 
points G', G" seront les centres de gravité des bases du 
prisme. 

Donc aussi , le centre de graifité d^un prisme triangu^ 
taire est au milieu de la droite qui joint les centres de 
graifité des deux bases. 

a® Gomme un prisme quelconque peut se décomposer 
en prismes triangulaires, si Ion détermine, comme ci- 
dessus, le centre de gravité de tous lesprismes partiels, 
les poids de ces prismes seront des forces verticales pro- 
portionnelles à leurs volumes, et applic^uées à leurs cen- 
tres de gravité. Déterminant alors le centre de ces forces 
parallèles par leur composition successive, on trouvera 
facilement le résultat suivant : 

Le centre de gratuité d'un prisme quelconque est le 
même que celui de la section faite dans le prisme parai' 



UleniéHt àU± halfèà^ à égale éHsmnce de chacune d^ellei, 
Oil bien eiiiK)iie : Le centre de granité d*an prisme qUel- 
èonque est au miUeu de la droite qm joint tes centrés ii 
jgràvité des deux baèeÈ opposées. 

iSï. Remarque. On peut appliquer aci {irtstne trian* 
gulaire une dëmonstration tout à fait analogue à cdie 
qu'on a donnée plus haut (i46) poùl' le triangle. Gaflâ 
théorie des moments fournit le moyen de déterminer 
très-simplement la distance du centre de gravité du 
prisme à chacune de ses faces latérales et de ses bases. 
Fig. 5o. Pour trouver, par exemple, la distance x du centre de 
g^atîté du prisme ABCDEF, à la face ABED , «iénons 
par le milieu a de AB, deux plans adfcy adeb^ respecti- 
vement parallèles aux faces ADFC, BEFC. Le prisme 
donné sera décomposé en un parallélipipède aF, équi- 
valent à là moitié du prisme, et en deux prismes trian- 
gulaires AbaDedj acBdfE , égaul entf e eux. Le moment 
du prisme, par rappott à un plan quelconque, égalera 
donc la somme des moments du parallélipipède et des 
deux prismes partiels. Or, si Ton représente par V le vo- 
lume du prisme donné , et par h la distance de l'arête 
CF à la face parallèle ABED , on aura 

vol. ABCDEF =V, vol.aF=-, 

V 

vol. AiàDed=zv6l, acBd/E = — • 

Donc, en prenant les moments par rapport à la face 
ABED, 

1° Le Qiotnent dii prisme donné sera Y^; 

VA 
2* Le moment du parallélipipède sera — • - ; car 

son centre de gravité , se trouvant au milieu de la dia- 
gonale a¥ (ï45)) ^st donc à une distance ~ de la fiice 
ABÈD; 
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3^ Lé hiottiént dfe tiiâctin deé f>rtitkilâ ^nids sert 

V , 

-T • y^ en désignant par x' les distances de leurs centres 

de gravité au plan ABED, distaAcésr évidemment égalée 
entre elles. 
On atihi donc 

VA V^ V^'. 
4 4 4 

j, . h x' 
dou 0?= 7 H j 

4 2 

et si Ton applique, mot pour mot, aux prismes trian- 
gulaires, tout ce quon a dit plus haut (i4S} pour lêà 
triangles , on trouvera 

h 

Ainsi le centre de gravité dû prisme proposé se 
trouve , relativement à chaque faàe , au tiers de la dis- 
tance de cette face à Taré te opposée. 

Or^ si Ton mène , au tiers de la distance de la fece 
ABED à Taréte GF, un plan parallèle à cette face, le 
plan coupera la base ABC suivant une droite parallèle 
à AB , et située à une distance de AB égale au tiers de la 
Iiauteur du triangle ABC, prise par rapport à AB; de 
sorte que cette parallèle contiendra le centre de gravité 
du triangle ABC. De même, le plan mené parallèlement 
à là face GBEF, et au tiers de la distance de cette face à 
Fai été AD, coupera la base ABC , suivant une droite pa- 
rallèle à BC , et contenant le centre de gravité de cette 
base. Donc Tintersection des deux plans parallèle^ aux 
deux faces, et qui doivent contenir le centre de gravité 
du prisme , passe par le centre de gravité de la base 
ABC. On démontrera dé mêftie qàè cette intersection 
passe par le centre de ghhrité de là l>ase DEF. Donc le 
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centre de gravite du prisme se trouve sur la droite ou 
axe^ qui joint les centres de gravité des deux bases. 

Il reste à faire voir que ce point est au milieu de 
Taxe. Pour cela, si Ton désigne par H la hauteur com- 
mune des prismes et du parallélipipède , par y la distance 
du centre de gravité du prisme proposé à la base ABC, 
et par j' la distance du centre de gravité de chaque prisme 
partiel à la même base, en prenant les moments par rap- 
port au plan ABC, celui du prisme proposé sera V/, celui 

V H 

du parallélipipède sera , et ceux des prismes partiels 

seront -r • /'. On aura donc 

d'où Y—^.^t. 

•^ 4 a 

Appliquant encore ici , mot pour mot, tout ce qui a 
été dit (i4S) pour les triangles, et observant que les pris- 
mes partiels successifs ont tous la même hauteur H , on 
aura donc 

H y 

^ =4 + a ' 



42' 



d'où l'on tire, par des substitutions successives, 

_H H H 
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On a donc rigoureusement (voyez la note du n<* i45) 

H 

Donc enfin le centre de gravité du prisme est au milieu 
de son axe. 

iSa. Problemb V. Déterminer le centre de gravité^ 
1° d*une pyramide triangulaire; a* d^ une pyramide quel" 
conque? 

Concevons la pyramide triangulaire S ABC , comme Fig. 5i. 
composée d*une infinité de tranches très-minces paral- 
lèles à la base ABC. II est évident que la droite SD , me- 
née du sommet S au centre de gravité D de la base, 
coupera cette base et toutes les tranches parallèles en 
des points semblablement placés, et , par conséquent, 
passera par les centres de gravité de toutes ces tranches. 
Donc le centre de gravité de leur système , c'est-à-dire 
de la pyramide , sera sur la droite SD. - 

Considérant un autre sommet A comme le sommet de 
la pyramide, qui alors aura pour base la face opposée 
SBC, on fera voir, comme tout à Vheure, que le centre 
de gravité de la pyramide doit aussi se trouver sur la 
droite AE , menée du sommet A au centre de gravité 
Bl de la base ; par conséquent , il sera donné par Tinter- 
section des droites SD , AE , qui doivent donc nécessai- 
ï'eraent se rencontrer. 

Il est d'ailleurs facile de faire voir directement que les 
droites SD, AE, sont situées dans un même plan. Car si 
Ton mène les droites AD, SE, passant par les centres de 
gravité D, E, des triangles ABC , SBC, chacune ira ren- 
Cîontrer le côté commun BC , en son milieu F. Donc les 
droites SA, SE sont dans le plan du triangle ASF, et 
doivent nécessairement se rencontrer en un point G. 



Maintenant si Ton joint DE, comme EF=^ SF, et 

DF=^ âF^ il en résulte que la droite DE sera paral- 
^çle jt 34i àpm elle ^aler« le tiers. 9|foil 1« fKW^I^ 

SAG, GDE, étant semblables, si DE =7 SA. on tmt 

ô 

D6s=|SGou=s4^eSD, et par suite SGs^Sa 

Donc, le centre de grai>ité d^ime pyramide triangU' 
laire est sur la ligne menée y de l'un quelconque des sont' 
mets, au centre de gravité de la base oppqsée, et se 
trouve au quart de cette ligne , à partir de la ha^e^ ou 
aux trois quarts a partir du sommet. 
Fie 5a ^° ^^^^ SABCDE une pyramide quelconque. Si Ion 
divise la base ABC DE en triangles par les diagonales 
AG , AD , et qu*on mène les plans SAC , SAD , )a pyrf- 
mide sera décomposée en pyramides triangulaires S^BC, 
SAGD, SADE, de même hauteur, et, par conséquent, 
proportionnelles à leurs bases. Or, si au quart de la 
hauteur commune , on fait, dans la pyramide donnée, 
une section parallèle à la base, ses intersections avec les 
plans SAG^ SAD, la diviseront en triangles abc^ aed^ ode, 
semblables aux triangles correspondants de la base, et 
dont les centres de gravité seront en même temps, comme 
on vient de le voir, ceux des pyramides triangulaires res- 
pectives. Gomme , en outre, les volumes de ces pyrami- 
des sont proportionnels aux triangles de la section, il 
en résulte que la construction , qui détermine le centre 
de gravité du système de ces pyramides ou de la pyra- 
mide totale, détermine également le centre de j^avité du 
système des triangles ou de la section. Donc ces deux cen- 
tres se confondent en un seul point g y et puisque les 
polygones ABGDE, abcdcj sont semblables et sembhUe* 
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tuent placés, \l est éyidenf ^ue )a droite, nveiiee (hi som- 
met S au centre de gravité^ de la sectioB, ira passer par 
le centre de gravité G de 1^ ^ase. 

Donc , le centre dfi gravité JPune pyramide quelconque 
jfiH M¥^ la droi^, m^né^ du 90mme$ e^u eenU^ 4^ grt^ité 
de la base, et se trouçe au quart de cette ligne ^ à partir 
de la base. 

i53. KxMÂRQu:|t. On peut aussi déterminer Iç centre 
de gravité d*une pyramide triangulaire^ d'après la théorie 
des moments, par un procédé tout à fait analogue à ceux 
des n°® i45 et i5o. 

En effet, soit la pyramide SABG. Si, par le point 5, «• 55 
milieu de SB , on fait passer deux sections , Tune abc^ pa- 
rallèle à la base ABC, Tautre bac\ parallèle à la face 
SAC , en menant ad parallèle à bc\ et joignant cd^ la 
pyramide sera décomposée en deux prismes triangu- 
laires équivalents, ayant'rfc'C, a'bc\ pour bases, et en 
deux pyramides triangulaires Sabc^ b^'Bç'^ égalées entre 
^f^i et semblaUes à la pyramide SAQG. Soit Y le vo- 

Y 

lame de cette pyramide , -^ sera celui de chaque pyra- 

mide partielle, et -^ celui de chaque prisme triangu- 
laire. 

Si donc on désigne par h la hauteur de la pyramide 
t^Hile , pvff ^ la distance de son centre de gravit^ kl^ 
base ABC, et par x' la hauteur du centre de gravité de 
la pyramide bd^d au-dessus du plan ABC, celle du 
centre de gravité de la pyra^iide Sa&c, au-dessus du 

même plan sera — +y, de sorte qu'en prenant les mo- 

ments par rapport au plan ABC, 

i"* Le moment de la py^ramide totale sera Y^; 

^ Les moments des pysaraidei baïk!^ Sabe^ seront 
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-je-> -g- { k-\ — \ et leur somme sera donc 



8 






3** Les moments des prismes, dont les bases sont de'C. 

,. , 3V I A 3V I A 

abc\ seront --r-* — > -5-— n- -; car la hauteur du pre- 

mier est - de - , et celle du second est -x de - : leur 
22' 32' 

3V A 3V A 
somme sera donc -7- • 7 + -0- • •?. 

04 00 

On aura donc {i^Q) 

Vf h 3V A Vx' V /, af 



^^=TÏ-^ï-é+-F + 8-(*-*-r> 



d*où Ton tire, en réduisant et divisant par V , 

02 4 

Concevons maintenant qu'on fasse dans la pyramide 
bclBc'y la même construction que dans la pyiamide 
SABG ; comme la hauteur de la pyramide décomposée 1 

est - j en nommant x" la distance analogue à celle qu on 

a désignée par cc\ on aura, comme tout à l'heure , 

02 2 4 

de sorte qu'en continuant indéfiniment la même cons- 
truction , on aura la suite d'équations 

7 A x' 
X =^ 1-7-> 

02 2 4 

7 A :r" 

02 2 4 



7'/ 



"'-Sal + T 
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or, les distances a:', a:'\ x"\ des centres de gravité des 
pyramides partielles au plan ABC, étant toujours moin- 
dres que le^ hauteurs des pyramides relatives, vont sans 
cesse en diminuant , et la dernière j:„ peut être rendue 
plus petite que toute quantité donnée. Donc si Ton subs- 
titue dans la première équation à x\ x'\. • • les valeurs 
tirées des équations subséquentes , ce qui donne 

on en conclura rigoureusement (i46) 

jr = -7 A. 
4 

Comme on obtient le même résultat en prenant Tune 
quelconque des autres faces pour base, il en résulte 
que le centre de gravité de la pyramide est au-dessus 
de chacune des quatre faces, à une distance égale au 
quart de la hauteur du sommet opposé. 

De là on peut aisément conclure qu'il est situé au 
point déterminé comme précédemment (i52, i""). 

i54* Corollaire. Za distance du centre de graifité 
d^une pyramide triangulaire, à un plan situé d^une ma- 
nière quelconque dans V espace , est égale à la moyenne 
distance de ses quatre sommets au plan. 

Car si Ton conçoit quatre masses égales qui aient leurs 
centres de gravité aux quatre sommets de la pyramide , 
la distance du centre de gravité du système à un plan 
quelconque égalera (iSj) la moyenne distance des cen- 
tres de gravité des quatre masses à ce plan. Or, on ob- 
tient le centre de gravité du système en déterminant 
d abord le centre de gravité de trois quelconques des 
masses^ qui est (i47) '^ centre de gravité de Ja face 
même aux sommets de laquelle les masses sont situées. 

m 

M. Statique. 9 
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Divisant alors, dans le rapport de 3 à i, la droite joi* 
gnant ce centre de gravité à celui de la quatrième masse, 
bh obtient le centre de gravité du système. Or, celui de 
Itl pyramide se déterminant (iSa) par la même com- 
trtlctiots , on éh conclut Ténoncé du corollaire. 

i55. Bjbmahqub. Le cône pouvant être coiisidéré 
comme une pyramide^ dont la basa est uû pdlygbne 
d'une infinité de côtés, on voit que 

Le centre dé gras^ité (Tun cône à base quelconque est 
situé sur la ligne menée du sommet au Centre de gravité 
de la base , et au quart de cette ligne en partant tie la 
base. 

i56. Probijbmb VI. Déterminer le centre de gravité 
d^un tronc de pyramide? 

Concevons une pyramide P dont dn ait retranché 
une pyramide semblable , par une sectioh parallèle à la 
base, pour former le tronc en question. Le sommet 
èômmun des deux pyramides et les centres de ghivité 
de leurs bases seront sur une même droite, qui èontieD- 
dta dbnc aussi le centre de gravité du troncé II l*àgit 
de déteirininerj sbit sa distance ;r à la base inférieure, 
éoit sa distance / à la base supérieure , ou bien , ce qui 
est plus simple ici, comme au n"" 148, le rapport de x à/. 

Or, si Ton désigne par H, A, les hauteurs des pyîs- 
mides P, /;, et par H^ le volume ou le poids de la 
g[fande, h^ sera le poids de la petite^ et H^. — k^ celui 
du tronc. Les moments de ces poids ^ par ra|>port à la 
base inférieure, seront respectivement 

On aura donc 
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OU bien 

4(H'— A')ar=H* — 4A^H+3À*. 

On trouverait de la même manière une équation en 
/, mais oii Tobtietit plus simplement . isu observant 
qu'on a /=(&— A)— ^:r, d'où jr=zH — A — y. Subs- 
tituant à X cette valeur dans Téquatlon précëtletite, il 
vient 4(H'— A') (R^h—y) =H*— 4A'H4-3AS 

ou 4(H*-^A')r=A*— 4ÏPA+3tl*. 

Divisant, membre à membre, les deilt ë(}Uatiôillt en x 
et en jTj ^ ^ent 

ar_ H^~4A'H+3A^ 

y~ A*— 4H3A+3H*' 

d*oû Ton tins, feh<!iU|>pnmant le facteur icommiih (H— ^)^^ 
xiy:: H»+ 2HA + 3A* : A*+ aAH+ 3H\ 

Mais les pjrainides P, j9, étant semblables, on petit i^nt* 
plafcer les carrés des hauteurs H*, h\ par les bases B, 6, 
qui leur sont proportionnelles, et, par suite, HA par une 

base l/^B&, moyenne proportionnelle entre B et &; on 
aura donc enfin 

a?:/::B4-2|/5Î4-3ô: i-l-aV/Bô + 3B, 

ce qu'on peut énoncer ainsi : 

Le Centre de grai^Ué d!im tronc de pyramide est sur la 
droite joignant les centrss de gravité des deux bases ^ et 
divise cette droite en deux parties proporUonHellet aux 
deux sommes y Vune formée par la base inférieure y trois 
fois la base supérieure et deux fois une mùyenhe propor* 
tionnelle entre ces deux bases , Vautre formée par la base 
supérieure^ trois fois la base inférieure y et deux fois ia 
même moyenne proportionnelle* 

iSj. Remarque. On peut observer que 

I ^ La proportion précédente s'applique à tous les troncs 

9- 
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de pyramide qui ont des bases proportionnelles; car elle 
ne dépend pas de la hauteur du tronc, mais seulement 
du rapport des bases. 

Elle s'applique également au tronc de cône , dont les 
bases peuvent être considérées comme des polygones 
d'une infinité de côtés. 

a** Lorsque les bases sont égales , on a xzzzy. En e£Fet, 
le tronc de pyramide devient alors un parallélipipède. 

3** Lorsque Tune des bases b est nulle, on a j;=^, 

comme cela doit être; car alors le tronc devient une py- 
ramide dont la base est B. 

1 58. Problème VIL Déterminer le centre degrauité d\un 
polyèdre j et y en général y d!un assemblage de polyèdres 
disposés comme on voudra dans V espace? 

Tout polyèdre pouvant se décomposer en pyramides, 
au moyen de plans menés suivant les diagonales, si 
l'on détermine les centres de gravité de toutes les 
pyramides dont se compose le système proposé, les 
poids de ces pyramides seront des forces verticales 
P, P', P",. . . proportionnelles à leurs volumes, et ap- 
pliquées à leurs centres de gravité. Cherchant alors le 
centre des forces parallèles P, P', P",... soit par la 
composition successive de ces forces , soit par la théorie 
des moments , on aura le centre de gravité du polyèdre. 

iSp. Remarque générale. Lorsqu'on veut déterminer 
le centre de gravité d'un polygone ou d'un polyèdre 
par la composition successive de deux forces parallèles 
en une seule , le procédé général de construction peut 
se simplifier comme il suit : 
Fig, 54. !• Polygones. — Soit d'abord un quadrilatère ÂBGD. 
On le divise par la diagonale ÂG en deux triangles ABC , 
ADC , dont on détermine les centres de gravité g^ g'. 
On mène la droite gg\ qui coupe AC au point F, et 
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Ion prend sur g^ ^ à partir du point g^ une longueur • 

gfGzzzgF. Le point G seia le centre de gravité du 
quadrilatère ABCD. 

Car^ par suite de la construction (14S9 i^), gg' étant 
parallèle à la diagonale BD qui coupe AG au point O, on a 

B0:G0::^F:F^::5^G:^. 

Or, les triangles ABC, ADG, ayftnt une base commune , 
donnent 

tri. ABC : tri. ADG : : BO :0D. 

• * • 

Et Ion a , par suite jg'GigG:: tri. ABC : trî. ADC. 

Donc le centre de gravité du quadrilatère est au point 
6 , centré des deux forces parallèles qui représentent 
les deux triangles. 

Soit encore le pentagone ABGDE. Si on le divise par Fig. 55* 
la diagonale AD, en un quadrilatère ABCD, et en un 
triangle ADE, dont les centres de gravité, déterminés 
comme ci-dessus , sont g et g'j il est clair que le centre 
de, gravité du pentagone sera sur la droite gg'. Par la 
même raison , il devra se trouver sur la droite yy', joi- 
gnant les centres de gravité du quadrilatère AEDG , et 
du triangle ABC , qu*on obtient en menant une autre 
diagonale AG du pentagone. Donc le centre de gravité 
sera au point d*intersection G de ces deux droites. 

Il est facile d'étendre , de proche en proche , le même 
procédé à un polygone d*un nombre quelconque de 
côtés j dont le centre de gravité sera toujours déterminé 
par l'intersection de deux droites. 

II. Polyèdres. Les mêmes considérations s'appliquent 
à la détermination du centre de gravité d'un polyèdre. 

Soit d'abord le polyèdre ABGDE , composé seulement Fig. 56. 
de deux pyramides P, P', qu'on obtient en menant le plan 
BDE. On détermine leurs centres de gravité g^ g^^ et 
après avoir mené la droite gg\ qui coupe le plan BDE 
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tu point F, on prend sur cette droitç une longaenr 
g^isigF. Le point 6 sera le centre dp gravité du po- 
lyèdre. 

Car, psuf^ suite de la construction , la dvoite gg^ itxaX 
parallèle à la diagonale AG , qui renooqtré le plan BDB 
au point H , on n 

Or, les pyramides P, F, ayant une base commune BDB, 
donnent 

P:P'::AH:UC, 

{pt l'on a, par suite , g'Çt :gG:: P: P', 

Ponq le centra dp gravité du polyèdre estj ai^ poii|t 6, 
Soit encore un polyèdre formé de troi^ pyrapiic}^ 
cpnsépi^fiyes P, P'^ F'. Déterminant connue tou{ à 
l'I^e^re les centres de gravité gj g\ de P-j- f, ^t 4f F', 
}a 41*0?^^ g^ contiendra le centre de gravité G di4 pQr 
lyèdre. Or, le même centre G , devant auss) ^ frQttf^ 
^pr la drpi^e yy', jojgnant les centres de grfivlté c|e 
F+F' et de P, sef^ dpnc ^ leijr interjection, 

Il est fficile d^te^dre, dp prpch^ ^u propice, le fP^mf 
procédé à un polyèdrp d'HP noflf^bre quelpo|)qi|^ 4^ 
fi^p^s, dont le ceptre de grayité sepa toujourfi d^f^rmigé 
par rintefseption de deui^ flroitem 
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CHAPITRE V. 



I0O. On donne ordinairement le nom de mackines à 
tout instrument propre à transmettre l'action des forces. 
Mais, d'après cette définition, tous les corps possibles 
seraient machines , puisqu'ils sont tous capables de 
transmettre l'action des forces qui les sollicitent. Or, il 
est fpicile de parvenir à une définition plus précise, au 
aïoyen des considérations suivantes. 
' Mous ayons vu, dans le second chapitre, que des 
fovctts quelconques , appliquées à uu pprps entièrement 
libre , ne peuvent se faire équilibre, que lorsqu'elles siin 
lisfeBt à certaines ponditions déterminées. Majs pomine 
à l'aid^ de« machines prppreipent dites, il est toi^oiirs 
possible de mettre en équilibre des forpes qui ne rem- 
plissent pas ces conditipiis, il en résulfie éyjfléinpi^ni 
qu'ii/16 machine est un corps ou sysièn^ non pç^rjaitçht 
wuait libre j mais gêné dar\s ses m(kuvem^nis pçfr ç^rtaUis 
obstacles. 

P après cela, pour que des forces quelconques se fas'- 
sent équilibre sur une machine , il n*est plus néces32|ire 
que leurs résultantes soient nulles d*elles-mê|nes \ il faut 
ftifnpleroent que leur^ direpHqps pas^e»? P^F J«s points 
où les pb^tacies ex^rceut ]eur résistance. La tbéqrie de 
l'équilibre des ipachines permet donc de remplacer le^ 
pb^taeleji par leur^ résist^ces actuelles, p'est-ànlire, pa^ 
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des forces égales et contraires à celles qu'ils détruisent 
actuellement. Dès lors l'équilibre a lieu , non plus entre 
les seules forces appliquées, mais entre ces forces et les 
résistances ^ et , par conséquent, les conditions de Féqni- 
libre des machines deviennent identiquement les mêmes 
que celles des corps entièrement libres. 

On est dans l'usage de distinguer les machines sm- 
pies et les machines composées. Les premières consistent 
en un seul corps solide , gêné dans ses mouvements par 
un obstacle quelconque. Les autres sont un assemblage 
de machines simples réagissant les unes sur les autres, 
en vertu de leur liaison mutuelle. 

i6i. Il y a trois principales machines simples, aux* 
quelles on peut ramener toutes les autres , et qui sont le 
letfier^ le tour^ le plan incliné. 

Dans la première machine, l'obstacle est un poùU 
Jlxej autour duquel le corps peut tourner en tout sens. 

Dans la seconde , l'obstacle est une droite fixe autour 
de laquelle le corps ne peut prendre qu'un mouvement 
de rotation. « 

Dans la troisième , l'obstacle est un plan fijse où le 
corps s'appuie , et sur lequel il peut seulement glisser. 

Nous allons traiter, sous le point de vue des condi- 
tions d'équilibre , ces trois machines , et les plus usitées 
de celles qui s'y rattachent. Nous considérerons aussi 
quelques machines composées ; mais chacune sera traita 
immédiatement après la machine simple dont elle est for- 
mée , ce qui rendra les analogies plus faciles à saisir que 
si Ton exposait toutes les machines composées après les 
machines simples. 

Dans tout ce qui va suivre, nous ferons abstraction 
du frottement des corps les uns sur les autres , de la roi* 
deur des cordes , et des autres circonstances physiques. 
Enfin , nous comprendrons généralement , sous le nom 
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de résistances , les forces qu'il faut détruire , et nous 
donoeroDS le nom de puissances aux forces qui doivent 
&ire équilibre aux résistances. 

Du leçier. 

i6a. Tout le monde connaît le levier^ ou espèce de 
bâton qu'on emploie pour soulever les fardeaux, en en* 
gageant une extrémité sous le fardeau, et fusant effort à 
fautre extrémité. 

Dans Tacception la plus générale, le levier est un 
corps solide de forme quelconque ÂB , assujetti à tour- Fig. $7* 
ner autour d'un point fixe F, qui est le point d^apptd. 
Ordinairement le levier n'est sollicité que par deux 
forces P, Q , appliquées inunédiatement, ou suivant des 
cordons , en deux points A et B. Celle des deux forces, P 
par exemple, qui tend à donner le mouvement à la 
machine, est la puissance ; l'autre force Q, ou l'effort 
qu'il faut vaincre , est la résistance. 

Pour qu'il y ait équilibre entre ces deux forces , il faut 
et il sufiBt (112) qu'elles aient une résultante dirigée 
vers le point d'appui , ce qui entraine les deux condi- 
tions suivantes : 1° que les forces aient une résultante, 
et, par conséquent, soient situées dans un même plan; 
a** que cette résultante passe par le point fixe. D suit 
de là que ce point doit se trouver dans lé plan des deux 
forces , et que le moment de la résultante , par rapport 
au même point, doit être nul. Comme le moment de. la 
résultante est égal à la somme des moments des com- 
posantes, il faut donc que cette dernière somme soit éga- 
lement nulle, et que, par conséquent, les moments des 
deux forces, par rapport au point d appui, soient égaux 
et de signes contraires; c'est-à-dire que les deux forces 
doivent tendre à faire tourner le levier en sens con- 
traires autour du point d appui. 
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Dene, ^i do point F on abaisse sur les direolieiis du 
fwP4< P, Q9 les perpendiculaires F/>, Fçj onaiira, pont 
les conditions d'équilibre, P.F/î= Q.Fy; 

Ainsi, pour Véquilibre d^un levier sollicité par deux 

forces j il faut et il suffit ; i** que les deux forces soient 

4^n$ i^ t^éméf plim f^ufç le poip.t d'appui; 5^^ que y^s 

mpFHff^if /wr rapport à 00 pmt ^miu é^m^i 3^ ^li^ 
tfH4mf 4 foin tçurmi" k i^m m îî^ ço^mvHx 

L équation P.Fp=Q.F9 donnant la proppr^g 

P:Q::Fî:F/7, 

opypjf guelfe condition de Tégs^lité dfis mpinefits rfs^ieiit 
4 Ç^e-pi : /^ forces 4onnée^ doivent être ff» T-Ç^W V^*' 
V^sa 4^ fpurs distancçs au pofnt d'appui. 

iQi. Op peut trouver }es inêmes pqudition^ 4'éqyi-. 
libr^ indépendamment de la théorie de^ ppmeqts. 
Fig. 58. Car^ spit R la résultante des deux forcer P, Q,qui 
concourent au point C. Par le point d'ïippvi Fî IPP? 
Qons le^ perpendiculaires Fp à P, Fy 4 Q , tt Ips pMpl- 
le^S FA à Q, FB à P. Les triangles égaux AFQ, PFQ, 

donnent- AC.F/7=- AB.Fflr; et comme les bases AC, 
ÇP, ^ont proportionnelles aux forces P, Q, qn aura ^om 

V.Fp=Q.Fq. 

i64- Quanpl un levier est sollicité par pp npi^brfl 
que^cqnquei de forces, pour qu'il soit ei\ équilibre s il 
S$M% et il suffit (112) que toutes ces forces ^iept une rgt 
suUanfe unique 9 dont la direction passe par )e ppint 
d'appui, qu bien encore (m) que le^ soipnies fies napr 
Hienl:!» flefi fqrces, par rapport k t^ois axes rectr^ngulair^ 
mepés par le point d'appui, soient nulles sép^réfneqt. 

(jorsqu'il y a équilibre, la pression exercée sur le 
ppipt fixe est la résultante des forces du système. Qr^ 
cette résultante est la méi|[)^ qi^fî cpU^ dg (put^ ]if% 



DIS MânwwBk 1B9 

forces tnmspoitées parallèleineiit à elles-mènies an point 
fixe, chacnme avec sa grandeur et le seiu de 5oi| action; 

i65« Dans le cas dun levier droit AFB, sollicité paf Fig. 5^» 
deux forces parallèles P, Q, la preipière des trois condir 
lions d'équilibre (i6a) est remplie d'elle-même. Si Yom 
mène alors, du point fixe F, une perpendiculaire oonis 
fma»pq sur leurs directions, 1 équation exprioMiil l'é- 

galité des moments sera P Jy=(2>.Fy, ou biepr=rF=ï?* 
Qtj les triangles semblables AEpy BF j, doni^^t 



^_BF. 
¥p~AF^ 



ainsi l'on aura 

P BF 



Q—^j ou P:Q::BF!AP. 

Gomme alors les longueurs AF, BF, sont ce qu-on 
nomme proprement |es bras de lofier^ on Toit que , 
dans ce cas , il feut et il suffit , pour 1 équilibre , que les 
fleusp forces soient en raison inverse de leurs bras dp 
leçier, et tendent à foire tourner le lei^ier en sens cqH' 
traires. 

166. On distingue trois espèces, ou, comme on dit, 
trois genres de leviers, suivant 1^ position relative des 
deux forces par rapport au point dappui. Néanmoins 9 
les conditions d'équilibre restent les méfpes dans ces 
trob cas, où la puissance et la résistance peuvent d ail- 
leurs avoir des directions obliques ou parallèles. 

1* Le levier est dit du premier genre y lorsque le point • Fîg. 60. 
d*appui est situé entre les points d'application de là 
puissance et de la résistance : tel est le levier qu'on em- 
plpie pour soulever les fardeaux. Dans ce cas , la pi^is- 
sance a d'autant plus d'avantage que son bras de leyieir 
Ap est plus long. 
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Fig. 6i, a* Le levier est dit du second genre , lorsque la résis- 
tance Q est appliquée entre le point d*appui A et h 
puissance. Alors les forces agissent en sens contraires, 
et la puissance a toujours de l'avantage , en ce sens que 
son bras de levier Ap est plus long que celui de la ré- 
sistance. 

La brouette peut être considérée comme un levier de 
ce genre. 
Fig.6i« 3^ Le levier est dit du troisième genre^ lorsque la 
puissance agit entre le point d appui et la résistance. 
Alors c'est toujours la puissance qui a du désavantage, 
à cause de son bras de levier hp plus court que celui 
de la résistance. 

On n'emploie ce genre de levier que dans les cas où 
la puissance doit agir dans un espace resserré , et où 
la résistance doit avoir une grande vitesse. 

La perche à pêcher peut être considérée comme un 
levier de ce genre. Le pécheur appuie lune des extré* 
mités contre son corps, qui est le point d'appui; le filet 
qu'il élève hors de l'eau est la résistance ; et ses mains, 
appliquées entre la résistance et l'autre extrémité de la 
perche , sont la puissance (*). 

Lorsque la puissance et la résistance sont parallèles, 
la charge du point d'appui est égale à leur somme, dans 
le levier du premier genre, et à leur différence, dans les 
deux autres genres. 

(*) Quand on soulève un poids à bras tendu, le bras peut 
être regardé comme un levier du troisième gewre. Car le point 
d'appui est à l'articulation de l'épaule, les muscles compris en- 
tre l'épaule et le coude sont la puissance, et la résistance est 
appliquée à Textrémité de la main. 

La mâchoire n*est pas un levier, comme le prétendent plu- 
sieurs médecins, mais bien un tour, puisqu'il y a deux points 
fixes. 
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167. Si l'on veut avoir égard à la pesanteur du levier, 
il faut regarder le poids de la verge comme une nou- 
velle force appliquée verticalement à son centre de gra- 
vité, et la combiner avec les autres forces données, 
eomme si le levier était sans pesanteur. 

Lorsque toutes ces forces sont dans un plan vertical 
passant par le point d*appui , la condition d'équilibre est 
que leurs moments et celui du poids du levier fassent 
une somme égale à zéro. Mais comme le moment du 
poids est nul de lui-même, lorsque la verticale, abaissée 
de son centre de gravité^ passe par le point d'appui, 
si l'on veut que le poids du levier n'entre pour rien 
dans l'équilibre des forces appliquées, de sorte qu'on 
paisse ainsi en faire abstraction, il faudra disposer la 
verge de manière à satisfaire à cette condition. 

i68. Si le levier pouvait glisser sur une suriace don- 
née, la position du point d appui deviendrait variable, 
et les conditions exprimées plus haut (164) ne seraient 
plus sufiBsantes pour Téquilibre. Il faudrait encore que 
la résultante de toutes les forces , passant d ailleurs par 
le point d appui , fût normale à la surface. Car si elle 
lui était oblique, elle pourrait se décomposer en deux 
forces, l'une normale, qui serait détruite par la résistance 
de la surface, l'autre agissant dans le plan tangent, et 
qui entraînerait le levier avec tout son effet. 

De la balance. 

169. La balance ordinaire n'est autre chose qu'un le- 
vier du premier genre. Aux extrémités de ce levier MM" , Fig. 63- 
qu'on appelle \e fléau de la balance, sont suspendus par 
des cordons deux bassins destinés à recevoir les corps 
dont on veut comparer les poids. 

Immédiatement au-dessus du point d'appui A est 
une aiguille mobile, qui peut décrire des ^arGs de cercle 
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dont ce point est le centre. On dit qu'une balance est 
juste^ lorsqu'elle met toujours en équilibre des poids 
égaux, quelle que soit leur valeur, ce qui est indiqué 
par la direction verticale de laiguille. Dans le cas con- 
traire , la balance est fausse. 

Pour peser un corps ^ on le place dans Tun des bas- 
sins, et l'on met dans Tautre des poids connus, comme 
des kildgrainmes et des parties de kilogramme ^ jusqu'à 
ce qu il y ait équilibre. 

Alors, si k balance est juste , le poids du coihps sera inp 
diqué par le nombre de kilogrammes et de parties di 
kilogramme employés^ Mais cette indication sera er- 
ronée si la balance est fausse. 

Voyons donc à quels caractères on reconnaît qu une 
balance est juste. Soient P, Q^ deux poids mis dans les 
bassins^ R celui de la balance, et /?, ^, r, les distances 
du pbiht d appui aux trois forces P, Q, R. Pour qii*il y 
ait équilibre, il faut que leur résultante passe par le poifat 
d appui A ^ c'est-à-dire que la somme de leurs mdrnients 
P/7, Qg, Rr, par rapport à ce point, soit nulle. Or, les 
forces P, Q ont des moments de signes contraires, puis- 
quelles tendent à faire tourner le levier en sens oppo- 
sés^ et le moment Rr sera positif ou négatif, selon que 
la balance aura son centre de gravité d'un côté ou de 
l'autre du point dappui. Donc l'équation d'équilibre 
sera 

P/? — QgrdbRr=o. 

Mais pour que la balance soit juste, il^ faut que P et Q 
soient égaux , ce qui donne 

P(/)— y)±Rr=o. 

Cette équation devant être satisfaite indépendammetit 
àû toute valeur particulière de P, on devra donc avoir 
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àlàfob p — q:=zo et Rr=:o, ou bien , comme le poids 
Un est pas nul, p — q=zo et r-=.o. 

Ainsi ^ /;our qvLune balance soit juste y il faut i® que 
ion centre de graifité tombe sur la verticale passant par 
le point éC appui; 2!^ tfue les deux bnu du fbéan, soient pat* 
f alternent égaux. 

Ces conditions sont d'ailleurs suffisantes , car dès 
^'éileè Sôht remplies, lequatloù P(/^-^^)±iRh=ii=b 
tnX satisfaite j <|uel que soit P. 

La première condition est facile à vëriiiér, i5â)* il Siiif- 
fit de sbùlevër k balance , les bassins étant vidëâ^ éC de 
Voit* si elle est eh équilibré d'elie-mêttlë; 

Dèii ({ue bette condition est rehiplië, bii tt f^^d, et 
fé^atidtl précédente, qui devietit 

v.p—^q ou p.am:=q.an, 

foui'iiit Aoti un très-boh moyen de TéHfiét- la seconde. 
Car après avoir reconnu que les poids P et Q !ie font ac^ 
tuellement équilibre, c'est-à-ditè ^ satisfont à Téquation 

P.AM=Q.A]N, 

ëh changeant les poids de bassin, ils devront encore se 
fidi'e équilibre si la balance est juste. On aura donc aUssi 
Q.AM = P.AN. Multipliant les deux équations mem- 
bre à membi-e, il vient P.Q.AM* = P.Q.AN', d'où 
AM=AN, c'est-à-dire que les bras du fléau sont égaux. 

Ainsi donc, ayant établi l'équilibre entre deux poids, 
Si'il subsiste encore, après avoir chailgé les poids de 
bàBsih, oïl est certain que la balance est justes 

Mais si Téquilibre ne subsiste plus, les bras du fléau 
seront inégaux, et la balance ne sera pas juste. 

ijo. Au reste, il est facile de peser un corps ttès- 
exactement avec une balance fausse. On met ce corps P 
dans l'un des bassins, et on lui fait équilibre avecï im 
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poids Q, ce qui satisfait à l'équation P»AM=Q.ÂN. 
On met ensuite le même corps dans l'autre bassin, et on 
lui fait équilibre avec un poids Q', ce qui satisfait à l'é- 
quation P.AN = Q'.âM. Multipliant ces deux équa- 
tions membre à membre, il vient P'=QQ', d*où 

P=|/QQ'. 

Par conséquent, le poids du corps est exactement égala 
la racine carrée du produit QQ', ou bien est moyen pro- 
portionnel entre ces deux poids (*). 

On doit à Borda un moyen plus simple et indépen- 
dant de toute théorie. On l'emploie exclusivement dans ; 
la pratique , il consiste à mettre le corps P dans un des 
bassins , et à lui faire équilibre avec des matières quel- ^ 
conques placées dans Vautre bassin. Alors on enlève le 
corps ^ et on le remplace par des poids connus, mis en 
nombre suffisant pour qu'il y ait encore équilibre. La va- 
leur de ces poids donnera celui du corps. 

Les deux moyens précédents se nomment méthodes 
des doubles pesées. La seconde est susceptible d'une pré- 
cision indéfinie. 

171. Lorsqu'une balance est en équilibre, comme les 
poids des deux corps et de la balance sont trois forces 
parallèles et de même sens, il est clair que la charge du 
point d'appui est égale à la somme de ces poids. 

De la romaine. 

Fig. 64. 17^- ^ balance romaine est encore un levier droit du 
premier genre , mais dont les bras AB, AC sont inégaui 1 

(*) Dans la pratique, on se borne à prendre pour le poids 
du corps la demi-somme ^ ^ , ce qui est presque toujours 
su(Bsant. 
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Le bras le plus long AB porte un poids connu P, que 
l'on peut faire glisser sur AB , au moyen d'un anneau. 
L'autre bras AC porte, à son extrémité G, soit un cro- 
chet à charnière, auquel on attache le corps qu'où 
veut peser, soit un bassin librement suspendu où l'on 
pose le corps. Dans cette machine, le poids mobile P 
est la force constante qui doit faire équilibre au poids 
d'un corps quelconque Q, suspendu à l'extrémité C; et, 
à cet effet , on amène l'anneau du poids P à une distance 
conyenable AX du point d'appui A. Si donc chaque 
point X du bras AB indiquait en nombres le rapport 
des deux forces P, Q, dans l'état d'équilibre, on Toit que 
pour peser les différents corps au moyen d'un seul 
poids P servant d'unité, il suffirait de déterminer le 
point X où le poids P fait équilibre au poids Q. Car 
alors le rapport marqué au point X, n'étant autre que 
celui de Q à P, donnera précisément le poids Q cherché. 

Souvent la romaine est construite de telle sorte que 
le centre de gravité de toute la machine , y compris le 
crochet ou le bassin, tombe au point d'appui A. Dans ce 
cas , la loi d'équilibre entre les deux forces Q et P est la 
même que si la machine était sans pesanteur, c'est-à-dire 
que ces poids sont dans le rapport inverse de leurs bras 
de levier. Il est alors bien facile de marquer les diffé- ' 
rentes divisions de la romaine, ce qu'on appelle la gra^ 
duer. 

Lorsque le centre de gravité de la machine tombe 
à droite ou à gauche du point d'appui A , il est clair que 
le rapport de Q à P n'est plus en raison inverse des bras 
de levier de ces forces, mais doit être augmenté ou di- 
minué , suivant la valeur du poids M de la machine et la 
distance AG de son centre de gravité G au point A. 
Néanmoins, les divisions de la romaine restent les mê- 
mes que dans le cas précédent; mais leur origine, c'est- 
M. Statique- io 
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à-dire, le point zéro de la gradua^on, au lieu d*etre au 
point d appui, doit être transporté, yers la droite ou vers 
la gauche j| d'une certaine quantité ÂO, quon dçtermine 
comme on va le voir ci-après (17a). 

Dans le cas de la figure , pour que la machine soit en 
équilibre^ il faut et il suffit que le moment P.AX delà 
force qui tend à la faire tourner à gauche soit égal à la 
somme M.ÂG+Q.AC des forces qui tendent à la faire 
tourner à droite. Ainsi l'équation d'équilibre e3t 

(i) P.AX=M.AG + Q.AC. 

172. Pour marquer les divisions de la romaine, on 
suspend à l'extrémité G un poids Q de dix kilogram- 
mes, par exemple, et Ton note n^ 10 le point du fléau 
AB où il faut amener le poids P pour qu'il y ait équilibre. 
On prend ensuite un poids Q de vingt kilogrammes, 
^Xf Ton note n" 20 le point où il faut amener le poids P. 
Ps^rtageant alors l'intervalle de 10 à 20 en dix parties 
égales, et prolongeant les divisions tant à droite qu'à 
gauche des points extrêmes, le zéro de la graduation 
vient tomber en un certain point O, qui est le point de 
départ. 

On peut encore déterminer directement le point , 
^n ne suspendant aucun corps à l'extrémité , et faisant 
glisser le poids P le long du fléau AC , jusqu'à ce que 
celui-ci devienne horizontal. Alors le centre de gravité 
de toute la machine^ y compris le poids P, se trouve au 
point d'appui A, et, par conséquent, le zéro de la gra- 
duation doit se marquer au point d'arrêt O du poids P, 
puisque le poids Q çst entièrement nul, et que d'ailleurs 
celui de toute la machine se trouve détruit par la résis- 
tance du point d'appui A. 

173. Maintenant, pour fî^ire voir comment l'équation 
(i) d'équilibre sert à déterminer le poids des corps, sup- 



posons qvLojL fasse s\^ççessiyçpient Q = ^pkil., et 
Q=aokil., ce qui donne, selpp le cas, AX=AOh-io, 
et âX = AO + 20 1 on aura les ëqu^tiaps 

(2) P(AO+io) = M.AG-f-io.AC, 

(3) P(AO-f-2o) = M.AG+2o.AC. 

Les retranchant membre à membre , il vient 

P=AC, 

c*est-à-dire que le poids P contient autant d unités de 
kilogramme que AG contient d'unités linéaires. Substi- 
tuant à P cette valeur dans les équations (i) et (2), on 
obtient les suivantes 

AC.AX=M.AG+Q.AC, 
AC(AO + io)=M.AG + io.AC, 

qui , retranchées lune de Tautre , membre à membre , 
donnent 

AC(AX— AO— io)=(Q— io)AC, 
d'où Q=zAX-AO. 

Donc le poids Q du corps qu'on veut peser contient au- 
tant d'unités de kilogramme qu'il y a d'unités linéaires 
comprises entre le point zéro ou O, et le point d'arrât 
X du poids P. Le nombre écrit au point X indiquera 
doi^c le poi^s Q du corp$. 

Si l'on veut avoir les heçtpgicammes contenus dans le 
ppi^s dii corps , il faut partager les premiers intervalles 
parqués chacun en dix parties égaies, et ainsi de suitç. 

^y4* Gomme la romaine n'exige qu'un seul poids 
pour peser les çliffçrenfs corps, ^le est dojic utile dans 
une foule de cas où la balance ordinaire , qui en exige 
plusieurs , ne serait d'aucun secours. Un autre avantage 
de la romaine est que la charge ou la pression du poiipt 
d'appui s'y trouve moins forte que dans ^ balance 01^- 

10. 
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dinaire , où cette pression égale le double du poids du 
corps, ou 2Q, tandis qu'elle est seulement P + Q dans 
la romaine, ou même Q en faisant entrer le poids P dans 
celui de la machine. 

175. La romaine peut être inexacte par suite de trois 
causes différentes , savoir : 

I® Lorsque les divisions ne sont pas toutes de même 
longueur. — On peut les vérifier en les mesurant au com- 
pas, d*abord une à une, puis de dix en dix. 

a" Lorsque le poids P n^est pas proportionnel au bras 
de levier AC. — Pour voir si ce poids est trop fort ou 
trop faible, on le met au point 10, on suspend au point 
C un poids de 10 kilogrammes, et si l'équilibre n'a pas 
lieu , on l'établit avec du sable ou de la limaille. Alors 
on remplace le poids de dix kilogrammes par un autre 
de vingt kilogrammes, et l'on fait glisser le poids P jus- 
qu'à ce qu'il y ait équilibre. S'il s'arrête au point 20, 
c'est une preuve qu'il est proportionnel à AC. S'il s'ar- 
rête au point 19, comme P.AX est un produit cons- 
tant, il est clair que la valeur de AX étant trop petite, 
le poids P se trouve trop fort, alors on le lime conve- 
nablement. Mais s'il s'arrête au point 21, la valeur de AX 
étant trop grande, le poids P se trouve trop faible, et il 
faut alors le charger. 

3° Lorsque le zéro de la graduation est mal placé. — 
Nous avons vu (172) qu'on peut déterminer de deux 
manières le point zéro, dont la position dépend du 
poids M de la machine et de la distance AG de son cen- 
tre de gravité G au point d'appui A. Car, si la romaine 
est exacte, en supprimant le poids Q , on doit avoir 

P-AO=M.AG. 

Dans le cas contraire, si l'on met en C un poids Q = lokil., 
le poids P s'arrêtera, par exemple , au point 9. On devra 
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donc, dans ce cas, diminuer la longueur AB du bras 
de levier, c'est-à-dire , rapprocher le point zéro d'une 
division vers le point d*appui. Si le poids P s'arrêtait au 
point II au lieu du point 9, on ferait la correction 
d une manière inverse. 

Du peson, 

176. Le peson y qui sert encore à évaluer les poids, Fig. 65, 
n'est autre chose qu'un levier BAC, coudé à angle droit, 
et mobile autour d'un point d'appui A, situé à l'extrémité 
d'un support vertical AV. Le bras AG , au bout duquel 
on suspend les corps, est prolongé, de l'autre côté du 
point d'appui , d'une longueur AD=: AC , de manière à 
donner au peson la forme d'un T. Alors les deux bras 
AC, AD, étant symétriques parVapport au point d'appui 
A , le centre de gravité de la branche CD se trouve en 
ce point, et comme, par conséquent, le poids du bras 
AC se trouve détruit dans toutes les positions de la ma- 
chine autour du point d'appui, on peut se dispenser 
d'en tenir compte dans la recherche des conditions 
d'équilibre. Le bras AB a la forme d'une aiguille, dont 
ta pointe est d'une matière très-dense, et son propre 
poids, augmenté de celui d'une lentille qu'on fixe or- 
dinairement sur l'aiguille à cet effet , est destiné à faire 
équilibre aux corps que l'on veut peser. Enfin un arc 
ME, gradué comme nous l'indiquerons tout à l'heure, et 
dont le centre est au point A , part du bas du support 
ou plutôt d'un point M, tel que AM=:AB. 

La machine étant libre, la direction de l'aiguille AB 
se confond avec la verticale AV, et le bras AC se trouve 
horizontal. Mais si l'on suspend en C un poids Q , son 
action faisant tourner le levier autour du point A, l'ai- 
guille AB s'écarte de la verticale, le bras AC s'abaisse. 
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et lorsque VéqUilibre s'est rétabli, les ihoménts A\k pt)id3 
Q «t du poids /i de laiguille AB, par rappôH au ^oiiit A^ 
sont égaille. Or si, du point d^ suspeti^iôn C et du centre 
dfe gravité G de laiguille, on abaisse sur AV les perpen- 
diculaires CI, GH, les moments de Q ^t de p seront 
Q.CI etjD.GH. Ainsi réquation d'équilibre est 

;..GH=Q.CI, d'oùQ=^P^. 

Maintenant, si Ton prolonge laiguille AB jusqu a ce 
qu'elle rencontre au point N^ Thorizontale MN menée 
par le point M, on formera le triangle AN,M, qui sera 
semblable au triangle AGH et au triangle AlC, de sorte 
qu'on aura les proportions 

AG.MN, 



AN,:AG::MN,:GH = 
AN,:AM:: AC : CI = 



AN, ' 
AC.AM 



AN, 

Substituant à GH et à CI leurs valeurs dans l'équation 
précédente , il vient 

p,AG MN, 
^~ AC ' AM ' 

MN 
Comme ' est la tangente de Tangle MAN„ si l'on dé- 
signe cet angle par ç, et qu'on fasse AG=R> AC=r, 
on aura enfin 

o.R 

(0 Q=^.tang. <p. 

Donc, puisque les trois quantités/) , R, r, sont constan- 
tes , le poids Q du corps que Ton veut peser varie dans 
le même rapport que la tangente de l'angle ç. 

D'après ce principe, il est facile de graduer lare MË > 



de ihaJriière qu'il dohhè iitiniédiatèinent le pbids d*Ûki 
corps suspendu au point A. Car si Ton suspend d*abord 
un poids connu, par exempte, un kilogramme, l'ai- 
guille prendra la direction AN, , et la distance MN, 
sera là tangente de Tangle actuel <p = MAN^. Donc^ d au- 
près 1 équation (i), si Ton partage la tangente indéfinie 
MN , à partir du point M , en parties égales à MN, , les 
longueurs successives MN,, MN^, MN,,..» seront les 
tangentes de langle ç, relatives aux poids de ï, 2, 3,. . . 
kilogrammes ; et les droites menées du centre A aux 
points de division M, N, , N,, N3,. . . couperont l'arc ME 
en des points où Ton devra écrire les nombres o^ i^ 2, 
3,. . . . Si Ton suspend alors un corps au point A, le 
point où s'arrêtera l'aiguille indiquera le poids du 
corps à un kilogramme près. Si l'on veut obtenir une 
plus grande approximation, par exemple^ les héfcto- 
gràmmes contenus dans le corps , on partagera chacun 
des intervalles MN, , N,N, j . . . eA dix parties égales , et 
par la construction précédente, on déterminera les 
points des arcs M. . • i, i . . . 2, . . . . où il faudra écrire 
les nombres qui correspondront aux hectogrammes. 

177. La proportion Q:/7::Rtartg9:r, quôn déduit 
de l'équation (i), ttiohtre que le poids p de l'aiguille, 
tel petit qu'on le suppose , peut toujours faire équilibre 
à un poids Q, aussi grand qu'on le voudra. En effet, 
là ti^ngente de l'angle ç pouvant surpasser toute quan** 
tit^ donnée, il en est de même du poids Q. Le peson 
sert donc à peser des ferdeaux considérables , pour les- 
(][uels la romaihe n'est plusd'aùcdn secours. Néanmoins, 
il èist à remarquet* que cette propriété du pesoiï a des li- 
mites dans la pratique, par ^uite de plusieurs causes, 
dont là principale est que les divisions supérieures dé 
Tatc de cercle , devenant de plus en plus petites, finis- 
setot par cesser d'éti^ suffiâàImmeBt distincteih Aussi lors- 
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qu'on veut peser de lourds fardeaux, d*après la formule 

on charge d'un poids convenable l'extréniité B de l'ai- 
guille , pour la maintenir dans la partie moyenne du 
quadrant, où les divisions sont plus espacées entre eUes, 
et, par conséquent, plus nettes. 

De la poulie, 

178. LaL poulie se compose d'une roue circulaire, ou 
Fig. 66. poulie proprement dite, et d'une chape. La roue ABO 
est creusée en gorge à sa circonférence, pour recevoir 
une corde, et mobile autour d'un axe rigide C, nommé 
boulon , qui la traverse à son centre. La chape CH est 
un corps de forme quelconque, enveloppant la poulie 
en totalité, ou seulement en partie, et offrant un vide où 
elle peut tourner librement. 

On distingue la poulie fixe ^ dont l'axe résiste dans 
tous les sens à une pression quelconque, et la poulie mo- 
bile^ dont l'axe est entièrement libre dans l'espace. 
Fig. 66. 179. 1° Poulie fixe. Soit ABO une poulie fixe enve- 
loppée, dans une partie AB de sa circonférence , par une 
corde PABQ, dont les extrémités sont tirées par deux 
forces P, Q. Ces forces, étant censées agir dans un plan 
perpendiculaire à Taxe, sont donc tangentes à la cir- 
conférence aux points A et B ; par conséquent , si l'on 
mène les rayons GA, GB, passant par ces points, les 
forces P, Q pourront être considérées comme appliquées 
aux extrémités d'un levier coudé AGB , à bras égaux. 
Or, pour qu'un levier soit en équilibre, les forces doi- 
vent être en raison inverse de leurs, distances au point 
fixe. On aura donc P: Q::CB;CA, et comme CB=CA, 
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il est clair que la seule condition d équilibre de la 
poulie est P=Q. 

Puisque le point d'appui est sur Taxe, et que la puis- 
sance et la résistance agissent toujours tangentiellement 
à la circonférence , quelle que soit la direction des cor- 
dons qui les mettent en mouvement, on voit que la rota- 
tion de la poulie offre une suite non interrompue de 
leviers, qui viennent successivement se présenter à an- 
gle droit à Faction de la puissance. Par conséquent, 
l'équilibre de la poulie se rapporte très-natureUement à 
l'équilibre du levier, et non à celui du tour, quoique 
la poulie tourne autour d'un axe fixe ; en effet , le plan 
des deux forces appliquées déterminant une section 
circulaire dont le centre est un point de l'axe , on peut 
considérer la poulie comme réduite à un cercle assujetti 
à tourner dans son propre plan autour d'un point fixe ^ 
qui est le centre. 

i8o. Quant à la pression exercée sur le point fixe, 
dans le cas d'équilibre, elle égale évidemment la résul- 
tante R des deux forces P, Q. Si donc, à partir de leur 
point de concours D, on prend deux longueurs égales 
DE, DF, pour représenter leurs intensités, et qu'on achève 
le losange DEFG, la diagonale DG exprimera la valeur 
de la pression. Or, si l'on joint AB, on formera un 
triangle isocèle CÂB semblable au triangle DEF, puis- 
que leurs côtés seront perpendiculaires chacun à cha- 
cun. On aura donc DG : DE : : AB : AC. Ainsi, la pression 
exercée sur le point fixe est à V une des deux forces égales 
appliquées à la corde y comme la sous^tendante de l'arc 
embrassé par la corde est au rayon de la poulie (*). 



(*) On met ici, selon l'usage, Fancien mot sous^tendante pour 
ne pas employer deux fois de suite le mot corde dans deux 
acceptions différentes. 
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Lorsque les deux to'rces données sont parallèles , la 
sous-tendante est un diamèlre du cercle , et la ^reissioh, 
aevénant double de Tune des deux forces, ac^iiîert ^on 
maximum d'intensité. 

Si lés deux forces embrassent un sixième de la cir- 
conférence de la poulie , la sous-teiidatite de cet arc est 
égale au rayon , et la pression a pour valeur Tune des 
deux forces appliquées. 

On voit , par ce qui précède , que la poulie fixe sert 
à changer la direction d'une force, tout en lui coh- 
servant la même intensité. Elle sert également à trans- 
mettre l'action d'une force à un point donné hors de 
Sa direction. 
Fig. 67. 181. 2® Poulie mobile. — Soit ABO une poulie mo- 
bile enveloppée, dans la partie AB de sa circonférence, 
par une cordé PABF attachée à un point fixe F. L'autre 
extrémité de la corde est soumise à l'actioii de la forcé 
P où puissance, et la résistance à vaincre est le poids Q, 
suspendu à la chape. Comme le point F éprouve , dans 
l'état d'équilibre, une certaine pression qui s'exerce 
dans le sens FB, on voit que la résistance de ce point 
peut être assimilée à une force R, égale et contraire à 
cette pt'ession , c'est-à-dire, agissant dans le sens BF. 
Ainsi les conditions d'équilibre seront celles d'un corps 
libre soumis à l'action des trois forces P, Q , R ; il faut 
donc que la résistance Q soit égale et contraire à la ré- 
sultante des deux forces P, R. D'abord celles-ci sont 
égales entre elles; car s'il en était autrement, en fixant le 
centre de là poulie, on détruirait la force Q, et il res- 
terait seulement leS forces P, R, qui doivent se faire 
équilibre. Or, l'égalité de ces forces est la condition 
d'équilibre pour la poulie fixe. Donc, lorsque la poulie 
est mobile^ on a de même P=R, c'est-à-dire que la 
pression exercée sur le point F, ou la tension de 
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la corde BF, est égalé à là puissante àpj^liquéé P. 
Cela posé , si , à partir du point de concours D de ces 
forces, on prend deux longueurs égales DE, DF, pour 
représenter leurs intensités , et qu'on achève le losange 
DEGF, la diagonale DG exprimera l'intensité de la ré- 
sistance Q. On aura donc P:Q::DE:DG. Or, en joi- 
gnant ÂB', ÂG> CB, on formera un triangle CAB sem- 
blable au triangle DEG (i8o), et Ton aura 

DE:DG::CA:AB, ou P:Q::CA:AB. 

Donc , la puissance est à la résistance comme le rayon 
de la poulie est à la sous-tendante de Varc embrassé par 
la corde. 

Enfin , à cause de P=R, on a aussi Q:R: :AB :CA. 

Donc, la force appliquée au centre de la poulie^ ou la 
résistance , est à la tension de la corde comme la sous- 
tendante de Varc tpHelle ensfeloppe est au rayon de la 
poulie. 

Lorsque les deux parties de la corde sont parallèles , 
la sous-tendante est égale au diamètre bu au double du 
rayon. Alors la puissance , n'étant que la moitié de la 
résistance, acquiert son minimum d'inteilsité nécessaire 
pour l'équilibre : c'est le cas le plus favorable pour la 
puissance. 

182. Remarque. Le principe qu'on vient d'emplbyer 
n'est qu'un cas particulier du théorème général sui- 
vant : 

Si trois forces se font éqiiilihre^ et que ïon construire 
un triangle dont fei côtés soient respectivement perpen- 
diculaires a leurs directions ^ chacune des trois forces sera 
proportionnelle au côté qui lui est perpendiculaire. 

En effet , lorsque trois forces P, Q , R àe font équi- Fig. 68. 
libte, l'utae quelconque d'entre elles, R par et^mple^ 
est égale et contraire à la résultante DG tlies deut autrèn 
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représentées par DE, DF ; et l'on a 

P:Q:R::DE:DF:DG. 

Mais si Ton construit un triangle ABC, dont les côtés 
soient respectivement perpendiculaires aux directions 
des forces , on aura 

DE : EG ou DF : DG : : AC : BC : AB, 

Or, la comparaison des deux proportions précédentes 
donne, conformément à Ténoncé du théorème, 

P : Q : R : ; AC : BC : AB. 

Comme les auteurs se servent de ce théorème presque 
pour chaque machine, nous avons préféré rétablir à part 
une fois pour toutes. 11 permet de simplifier les démons- 
trations dans un grand nombre de cas, par exemple, 
pour la poulie mobile (i8i), où il donne immédiatement 

P : Q : R : : AC : BC : AB , 
d'où Ton conclut les deux résultats établis dans le n^ cité. 

Des systèmes de poulies et des moufles, 

i83. D*après les considérations exposées plus haut 
(i6i), nous allons traiter, immédiatement après la poulie 
simple, les machines composée^ formées d'un système 
quelconque de pouUes mobiles réagissant les unes sur les 
autres. 

Prenons le système représenté dans la figure 69. Une 
première poulie A' porte suspendu à sa chape un poids R 
qui est la résistance. Elle est embrassée, dans une partie 
quelconque de sa circonférence , par une corde attachée 
d'un côté au point fixe F' , et de l'autre côté à la chape 
d'une seconde poulie A". Celle-ci est de même embrassée 
par une corde attachée d'un côté à un second point fixe F", 
et de l'autre côté à la chape d'une troisième poulie A"'; 



DES MACHniBS. iSy 

linsi de suite jusqu'à la dernière poulie , dont la corde 
3St attachée d'un côté à un point fixe F'' , et reçoit de 
.'autre côté Faction d une puissance P. 

Comme le système de toutes ces poulies mobiles est 
variable , il est clair que l'équilibre général ne peut avoir 
lieu , à moins que chaque poulie ne soit séparément en 
équilibre , par suite des forces ou des tensions qui la sol- 
licitent. Si donc on représente par X', X", X'" les ten- 
sions des cordons successifs, parc', c'\ c'" les sous-ten- 

dantes des arcs qu'ils embrassent, et par r', r", r" les 

rayons des poulies, on aura (i8i), 

pour l'équilibre de la poulie A' , X' : R :: r^ :c'y 
pour celui de la poulie A", X" : X' : : r" : c ', 

pour celui de la poulie A'", P : X" : : r" : c ". 

Multipliant ces proportions par ordre, on trouve, pour 
la condition de l'équilibre du système, 

P:R:;r'r"r"':c'c"c', 

Ce qui s'énonce : 

La puissance est à la résistance comme le produit des 
rayons des poulies est au produit des sous4endantes des 
arcs embrassés par les cordes. 

184* Dans le cas où tous les cordons sont parallèles, Fig. 70. 
les sous-tendantes c\ c'\ c" égalent les diamètres 
ar', ar", ar" des poulies, de sorte qu'en divisant par 
le produit r' r" r" les deux derniers termes de la pro- 
portion ci-dessus , on a 

P : R : : I : a . 2 . 2. 

Si donc on désigne par n le nombre des poulies , il vient 

P : R : : I . 2 \ 

Ainsi la puissance est a la résistance comme Vunité est au 
nombre 2 pris açec un exposant égal au nombre des pou-- 
lies. 
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Cç cas ps^rticuiier est le plus favprablç à la puissance, 

qui acquiert alors son minimum (f intensité -^. On voit 

qu avec un nombre suffisant de poulies , un poids quel- 
conque, suspendu au centre de Is^ première, pourra être 
tçuu en équilibre par une force aussi petite qu'on le 
voudra. Enfin , lorsque chacun des arcs embrassés par 
Içs cordes est le sixième de la circonférençei les sous-ten- 
dantes égalent les rayons de leurs poulies respectives,' et 
la puissance est égale à la résistance. 

i85. Il y a plusieurs moyens de grouper les poulies 
pour augmenter l'effet qu'on veut produite. La disposi- 
tion la plus commode et la plus en usage consiste à les 
assembler dans une même chape , soit sur des axes dif- 
Fig. 71' férents (yîg*. 71)5 soit sur le même axe (y%^. 72). Dans 
^^ 7^- ces deux cas l'assemblage se nomme mou/le, ou encore 
palan y en terme de marine. Dans la pratique, on emploie 
en même temps une moufle fixe et une moufle mobile, 
dont la chape porte le poids R ou la résistance à vaincre. 
Toutes les poulies sont embrassées par une même corde, 
dont une extrémité est attachée à la chape de Tune des 
deux moufles, et dont l'autre extrémité reçoit l'action 
d'une puissance P. Pour trouver les conditions d'équilibre 
des deux forces P, R, nous ferons abstraction du poids 
de la machine, et nous supposerons, ce qui a presque 
toujours lieu , les poulies choisies de manière que les 
différentes parties de la corde soient sensiblement pa- 
rallèles. Comme toutes les poulies doivent être séparément 
en équilibre, il est évident que les diverses parties delà 
corde commune éprouvent alors des tensions égales. 
Donc les tensions des cordons, en nombre n , par exemple, 
qui soutiennent le poids et vont directement d'une moufle 
à l'autre , peuvent être regardées comme autant de forces 
parallèles et de même sens , égales à la puissance P, et 
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appliquées aux points dç contact ^es^ cordon$ avec les 
circonférences des poulies de la moufle mpbi]^ Or ces 
forces doivent avoir une résultante égale et directement 
opposée au poids R , auquel elles font équilibre. Ppi^ç 
pn aiura 

R = nP,d'oùP = -- 

n 

Donc la puissance est égale à la résistance divisée par l^ 
nombre de cordons qui soutiennent la moufle mobile. 

Cet énoncé convient aux deux systèmes représentés 
dans les figures 71 et 72. 

Du tour. 

186. Le tour, dans lacception la plus générale çlu 
inpt y est un corps solide , de forme quelconque , n'ayant 
que la liberté de tourner autour d'un axe fixe (161). 
Mais dans les arts , ce qu'on appelle tour y treuil ou ca- 
bestan y selon Tobjet particulier de l'appareil , est un cy- 
lindre terminé par deux tourillons également cylindri- 
ques, de même axe, et d'un diamètre plus petit. Cçs 
tourillons reposent sur des crapaudines encastrées dans 
des supports fixes , de manière que le cylindre peut 
seulement prendre un mouvement de rotation autour 
de son axe considéré comme une droite fixe. 

La résistance à ya^ncre comnaunique à la machine par 
une corde qui s'enroule autour du cylindre , et la puis- 
sance, destinée à le faire tourner, est appliquée tangen- 
liellement à une roue d'un plus grand rayop , fixée d'une 
manière invariable au cylindre ^ et perpendiculaire^^ç^t 
à l'axe où est situé le centre de la roue. On peut encore 
appliquer la puissance au cylindre , soit au moyen d'une 
manivelle, soit au moyen de barres ou leviers qui le 
traversent à angle droit , comme dans le treuil cl*une 
chèvre dont on se sert pour élever les fardeaux. 
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Le tour s appelle spécialement tour ou treuil lorsque 
Taxe est horizontal , et cabestan lorsque Taxe est vertical, j 
Mais, dans tous les cas, quels que soient la disposition de 
la machine et le mode d'application de la puissance , les 
conditions d'équilibre sont exactement les mêmes. Nous 
nous bornerons donc à déterminer ces conditions pour 
le tour ordinaire , dont Taxe est horizontal, et qui reçoit 
l'action de la puissance au moyen d'une corde appliquée 
tangentiellement à une roue verticale. 
Fig. 73. 187. Soient AB l'axe commun du cylindre et des tou- 
rillons, C le centre de la roue, P la puissance agissant 
au point D de sa circonférence suivant la tangente DP 
menée en ce point, et R le poids à élever ou la résistance 
agissant suivant une verticale ER tangente à la circon- 
férence de la section circulaire EO faite au point de con- 
tact E par un plan perpendiculaire à l'axe AB. 

Il est facile d'obtenir les conditions d'équilibre entre 
les forces P, R , en supposant que la machine est sans pe- 
santeur, ou, ce qui revient au même^ que son poids est 
une force dirigée vers Taxe fixe , ce qui a ordinairement 
lieu , et en regardant les cordes comme des fils infiniment 
déliés. Car les rayons CD , OE mesurant lés distances 
des forces P, R , à l'axe AB , leurs moments , par rap 
port à cet axe, seront P.ED,R.OE. On aura donc 
pour l'équation d'équilibre R . CD + R . OE = o. 

On voit, par cette équation, que les forces P, R , ont 
leurs moments égaux en valeur absolue , mais de signes 
contraires. Donc ces forces tendent à faire tourner le 
cylindre en sens opposés , et de plus on a la proportion 

P : R : : OE : CD. 

Ainsi , pour V équilibre du tour , la puissance doit être 
à la résistance comme te rayon du cylindre est au rayon 
de la roue. 
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i88. La condition d'équilibre est donc la même que 
pour le levier , excepté que les 'forces doivent être en 
raison inverse de leurs distances à un axe fixe ^ et non 
à un point fixe, comme dans le levier. La relation ci- 
dessus peut s obtenir directement, sans faire usage de 
la théorie générale des moments. En effet , si, dans le 
plan horizontal passant par Taxe AB , on mène par le Fig. 73. 
point C le rayon CF parallèle au rayon OE , comme les 
extrémités E , F de ces rayons se trouvent situées Tune 
en arrière , l'autre en avant de l'axe AB , il est clair que 
la droite EF rencontrera cet axe en un point G; et les 
deux triangles EOG , CFG , ainsi formés , seront égaux , 
comme ayant les angles égaux chacun à chacun , et 
CF = OE. On aura donc EG = GF. Cela posé , appli- 
quons au point F deux forces verticales R', R", égales 
à R et opposées entre elles , ce qui n'altère pas l'effet 
des forces données, la résultante S des deux forces R, R", 
égales, parallèles et de même sens , passera par le point 
G niilieu de EF, et par Conséquent sera détruite par la 
résistance de l'axe. Il ne restera donc que les deux forces 
P, R', dirigées dans le plan de la roue , et agissant aux 
extrémités du levier coudé FCD. Ainsi, d'après la loi de 
l'équilibre du levier, on aura 

P : R' ou R : : C F ou O E : C D. 

On voit que les deux forces P, R' doivent avoir une ré- 
sultante S' passant par le point d'appui C qui est sur l'axe. 

189. Si l'on veut avoir égard au diamètre des cordes, 
on peut admettre que les forces P, R exercent leur ac- 
tion suivant Taxe de la corde où elles sont appliquées. 
Leurs bras de levier respectifs devront alors être aug- 
mentés des rayons des cordes , et la condition d'équi- 
libre sera 

La puissance V est à la résistance R comme le rayon 

M, Statique. h 
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du cylindre^ augmente du rayon de la corde ER , eêt au 
rayon de la roue , augmenté du rayon de la corde DP. 

Cette condition redeTiendrait identique arec la pre- 
mière, dans le cas où les rayons des deux cordes £R, DP 
seraient proportionnels aux rayons du cylindre et de b 
roue. 

190. Lorsqu un tour est sollicité par des forces quel- 
conques, il suffit, pour réquilibre, que la somme des 
moments de toutes les forces, par rapport i Taxe ^ soit 
nulle (ii4)* Or, si Ton suppose, dune part, la puis* 
sance P appliquée en un point D de la roue suivant une 
droite DP qui fasse avec Taxe AB un angle a', d autre 
part, la résistance composée d'un nombre quelconque 
de forces R , R', R", etc. . . • dirigées comme on voudra 
dans Tespace, et appliquées à des points liés d une ma* 
nière invariable avec Taxe du tour , ce qui est le cas le 
plus général , en appelant d la plus courte distance dfe 
la droite DP a Taxe AB, et N la somme des moments 
des résistances par rapport au même axe , on aiua pour 
réquàtion d*équilibre 

Prfsina-|-N=:o. 

En effet , la projection de la force P sur le plan de li 
roue égalant P sin a , le produit P d sin a de cette pro- 
jection par sa plus courte distance d à Taxe AB , est pré- 
cisément le moment de la force P par rapport à cet axe; 
de sorte que la somme des moments de toutes les for- 
ces du système eht le premier membre de Téquation ci- 
dessus. Cette équation donne , pour la valeur de la puis- 
sance, 

N 



P = _ 



d sin a 



Or les quantités d et sin a ne peuvent être nulles ni 
luné ni lautrè, lorsque la droite DP n'est pas située 



dans un même plan avec Taxe AB ^ donc, ce dernier cas 
excepté , on peut toujours , ayec une seule force P ap- 
pliquée à la roue d'un toiu*; faire équilibre à des résis- 
tances quelconques R , R', R", • . . prises en tel nom- 

«g* 

bre qu'on voudra. Comme de plus, la valeur -7—; de P 

* ^ dÈina 

devient un minimum pour sin a =: i et ^ =: CD ou le 
rayon de la roiie , on voit que la disposition la pluis fa- 
vorable pour k puissance est d abord d'être dirigée dans 
un plan perpeiidiculaire à l'axe, c'est-à-dire, dans le plan 
de la roue , et en second lieu , d'être tangente à la roue , 
Comme on l'a supposé pour le cas des deux forces. 

Des pressions exercées sur les appuis. 

191. Nous savons {188) que, dans l'état d'équilibre, 
les deux forces P, R , se réduisent aux deux autres S, S 
appliquées aux points G, C, de Taxe fixe. Il n'y a donc 
que ces deux forces S , S' qui puissent charger l'axe AB, 
et, par suite, les appuis M, N. Or il est facile de voir que 
les pressions provenant des forces S, S' , sont les mêmes 
que les pressions exercées par les forces R , P , trans- 
portées parallèlement à elles-mêmes aux points O et C , 
centres des circonférences OE, CD. En effet, la force S 
étant la résultante des deux forces R, R", si on la décom- 
pose en deux autres X , X', parallèles et de même sens, 
s^pUquées aux points O, C, à cause de OG = OC, il est 

clair que chacune des forces X, X' égalera - , ou bien R. 

De tnôme la force S', résultante des forces P, R' , se dé- 
compose en deux autres Y, Y, égales et parallèles à P, R', 
et appliquées au point C. Or, les composantes X', Y, 
étant égales et parallèles à R", R', se détruisent; et il ne 
reste plus que les composantes X , Y, ou R , P, appli- 
quées aux points O , G. 



II. 
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Donc la pression exercée ata- Taxe du tour par letd 
forces appliquées P, R , «jf exactement la même f 
ces forces étaient transportées parallèlement à ella 
au centre des sections déterminées par les plans perpat- I 
dicttlaires qui les contiennent. 

Maintenant si l'on veut connaître les pressions sup- J 
portées par chacun des appuis M , N , on décomiK 
la force R , censée appliquée en O, en deux autres fj 
rallèles r, /■', appliquées aux points M , N, et de i 
la force P, censée appliquée en C, en deu\ autres i 
lèles/), p' appliquées aux mêmes points. La y 
chaque appui sera expriméeen grandeur et endire 
la résultante des deux forces r,p, ou r', p, 

Nous avons supposé que le poids du 
tre de gravité sur l'axe fixe. On obtieudra lea 
que cette force verticale V exerce sur les a 
en la décomposant en deux autres n, i>\ apnteuées à 
points. 

Ainsi, en définitive, la pression oi 
cun des appuis M, N, sera détermin 
des trois forces /•,/», c, ou r',p\ v' , appliq 
points. On connaîtra donc ainsi le degtm de résistance | 
dont les deux appuis doivent être capabl^kour la soli- 
dité de la machine. 

Lorsque le tour est sollicité par un 
conque de forces dirigées arbitrairement dai 
on obtient les pressions des points d'appui pai 
thode générale exposée plus haut (n?). 

192. Voici une espèce de tour qui n'est pas em- 
ployée, mais qui serait probablement fort utile dans U 
pratique, en permettant de diminuer presque indéfini- 
ment la puissance capable de faire équilibre à une résis- 
tance donnée. 
Fig. 74. Concevons un tour dont le cylindre, au lieu d'être 
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[arme , ofii% deux grosseurs diflërentes , et forme 

eux cylindres conidgus de même axe , dont les 

sont OE , OF. La résistance est un poids R sus- 

:hape d'une poulie embrassée par une corde. 

Imité de la corde s'enroule dans un sens sur le 

Jre, par exemple d'avant en arrière, et l'autre 

s't'nroule sur le grand cylindre dans le sens 

ti d'arrière en avant; de sorte que la corde 

l'un côté , en même temps qu'elle se déroule 

!tre. Le srrand cylindre porte une roue d'un rayon 

?çoic tangentiellement l'action de la puissance 

dans le tour ordinaire. 

s'agit de trouver le rapport des deux forces P, B , 

is l'état d'éi|uîlibre. A cet Aet, supposons la force R 

iplacée par deux autres égales à - R , agissant suivant 

cordons IG, LH de la poulie, et appliquons, suivant 
direction de la puissance P, deux forces auxiliaires 
Igales et contraires +X, — X, ce qui ne change rien à 
'eut du système. 

Comme la force — X et la force - R dirigée suivant 

IS agissent aux extrémités d'un levier coudé, pour 
'elles se fassent équilibre , il faudra qu'on ait 



De même, pour l'équilibre des forces P+X et de la 
force - R dirigée suivant LH, on aura 

P+X:-R::OF:CD. 

Ces deux proportions donnent les équations 

aX.CD=R.OE, 3P.CD + aX.CD=R.0F; 
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si on retranche la première de la seconde) il vient 

aP.CD=R(OF— OE), 
d'où l'on tire 

P:R::OF— OE.-aCD. 

Ainsi, dans Fétat d'équilibre y la puissance est à la r^ 
sistance , comme la différence des rayons des deux cj* 
lindres est au rayon de la roue^ 

igS. On voit que si la différence OF — OE des rayons 
des deux cylindres est une très-petite fraction , par rap- 
port au diamètre stCD de la roue , la puissance sera de 
même une très-petite fraction par rapport à la résis- 
tance ; et comme on peut augmenter à volonté le rayon 
du petit cylindre, de manière à le rapprocher indéfini- 
ment de celui du grand cylindre, il est clair quavec 
une très-petite puissance on pourra faire alors équilibre 
à un poids considérable. Si les deux rayons étaient 
égaux, on aurait P=o, et la machine serait en équili- 
bre d'elle-même. 

Déterminons , par exemple , le rapport qui doit exista 

entre la différence S des rayons des deux cylindres , et 

le rayon p de la roue , pour faire équilibre à un poids 

de looo kilogrammes avec une puissance équivalente à 

I kilogramme. Dans ce cas la proportion ci-dessus devient 

25 . 

I : looo : : S : 20, d'où §= . Si donc le rayon p de la 

*^' 1000 -^ ^ 

roue égale i mètre, on aura S=<?", 002, c'est-à-dire 
que les rayons des deux cylindres doivent avoir 2 mil- 
limètres de différence. On obtient aisén^ent ce résulta^, 
en prenant d'abord un cylindre uniforme, dont on re- 
couvre une portion par une feuille de zinc d'un milli- 
mètre d'épaisseur. 
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Des systèmes de tours. 

iq4- Cherchons y comme nous lavons fait (i83) pour 
un système de poulies , la loi d'équilibre d'un système 
de tours réagissant les uns sur les autres , suivant la dis- 
position indiquée par la figure 7 5. La résistance est un Fig. 75. 
poids R suspendu à une corde enroulée sur le cylindre 
du premier tour; la corde appliquée à la roue n'est pas 
soumise immédiatement à l'action de la puissance, mais 
s'enroule sur le cylindre du second tour. De même la 
corde appliquée à la roue de ce second tour s'enroule 
sur le cylindre d'un troisième tour , et ainsi de suite 
jusqu'au dernier tour, dont la roue reçoit immédiatement 
l'action de la puissance P tangente à sa circonférence. 

Lorsque le système est en équilibre , chaque tour doit 
être séparément en équilibre , en vertu des tensions des 
cordes agissant sur le cylindre et sur la roue. Or si l'on 
nomme respectivement r, r', r", les rayons des cylindres, 
et r, , r/ , r/' , ceux des roues , en appelant X la tension 
du cordon qui relie les deux premiers tours, on aura 

(187) . 

X : R : : r : Tj. 

On aura de même, en nommant Y la tensiQn du cordon 
suivant , 

Y : X : : r' : r/. 

Enfin y le dernier tour donnera 

Multipliant toutes ces proportions par ordre, il vient 

P : R : : r r' r" :r. r/ r/'. 

Donc , lorsqu'il y a équilibre , la puissance est à la ré^ 
sistance comme le produit des rayons des cylindres est au 
prçduit des rayons dtfS rçues. 



l68 CHAPITRE y. 



ri 



Des roues dentées. 

Il 
igS. Dans la pratique, on n'emploie pas les systèmes 

de tours, à cause de Tembarras que causeraient les 
cordes. Mais si Ton conçoit les tours successifs d*un sys- 
tème rapprochés de manière que la roue du premier 
touche le cylindre du second , la roue de celui-ci le cy- 
lindre du troisième , ainsi de suite ; et si Ton admet que 
chaque roue ne puisse tourner sans mettre en mouve- 
ment le cylindre contigu, et réciproquement; alors, on 
pourra supprimer tous les cordons intermédiaires , sans 
changer la valeur du rapport établi (194) entre la puis- 
sance et la résistance. Or, à l'aide des engrenages , on 
peut solidement relier chaque roue au cylindre contigu. 
Fig. 76. Le procédé consiste à garnir leurs circonférences de 
dents ou filets saillants , également espacés entre eux, 
et parallèles aux axes des cylindres. Ces dents engrènent 
de telle sorte les unes dans les autres, qu'une roue et 
un cylindre contigus en étant garnis, l'un ne peut 
tourner sur son axe, que l'autre ne tourne en même 
temps sur le sien. La roue s'appelle alors roue dentée, 
et le cylindre se nomme \e pignon de la roue. 

Ainsi, pour qu'il y ait équilibre entre une puissance et 
une résistance réagissant l'une sur l'autre , au moyen 
d'un système de roues dentées et de pignons , on aura 
la condition suivante : 

La puissance est a la résistance comme le produit des 
rayons des pignons est au produit des rayons des 
roues, 

196. Cette proportion pourrait s'établir directement, 
comme on Ta fait pour un système de tours. Mais il 
est à remarquer que les roues de plusieurs tours suc- 
cessifs tournent toutes dans le même sens , tandis que, 
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^ans les engrenages, les roues impaires tournent dans 
Un sens , et les roues paires dans le sens opposé. 

Il faut encore savoir qu'on doit prendre pour le rayon 
dune roue dentée, non la distance du centre à l'ex- 
trémité des dents, mais bien la distance du centre au 
point de contact de la dent avec celle de la roue qu'elle 
engrène (*). 

Du cric, 

197. Le cric simple se compose d'un pignon que l'on Fig. 77. 
peut faire tourner sur son axe, au moyen d'une mani- 
velle , et d'une crémaillère ou barre inflexible , dentée 
d'un côté, où engrène le pignon. La crémaillère est 
maintenue dans une coulisse qui ne lui permet de mou- 
vement que dans le sens de sa longueur, et lorsque le 
pignon tourne sur son axe , il oblige la crémaillère à 
prendre ce mouvement. La puissance P est appliquée à 
l'extrémité du rayon r de Ja manivelle, et dirigée suivant 
la tangente à l'arc décrit par cette extrémité. La résis- 



(*) Dans la pratique, il convient que les dents aient d'assez 
faibles dimensions, eu égard au diamètre de la roue, ce qui 
augmente leur nombre à la circonférence. Lorsque les dents 
pèchent par excès de longueur, si elles sont trop rapprochées, 
elles se brisent; si elles sont trop écartées, l'engrenage ballotte. 
Or celui-ci doit être le plus juste possible pour le bon effet de la 
machine, sans toutefois que le désengrenage éprouve aucun 
obstacle. A cet effet, on taille les dents de manière que la sec- 
tion de chaque face soit une épicycloïde. Mais comme l'exécu- 
tion n'est jamais parfaite, le frottement qui a encore lieu finit 
par déformer la dent, et l'engrenage devient défectueux. On 
approche de la perfection avec de très -petites dents que l'on 
fait à peu près rectangulaires, et qui prennent par l'usage la 
forme convenable. 
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tance R, qui a oppose au mouyement de la crémaillère, 
peut être regardée comme une force perpendiculaire à 
Textrémité du rayon p du pignon. On doit donc aïoir 
(195) pour l'équilibre y 

P:R::p:r, 

ce qui s'énonce : La puissance est à la résistance 
comme le rayon du pignon est au rayon de la manivelle. 

198. L'effet du cric simple dépendant aussi de la pe- 
titesse du rayon du pignon, par rapport à celui de la ma- 
nivelle, et ce rapport se trouvant renfermé dans de- 
troites limites par la nature même de la machine , on a 
cherché à augmenter son pouvoir, sans allonger le 
rayon de la manivelle, et sans diminuer celui du pignon. 
Or, on obtient un très-bon résultat, en disposant une ou 

Fig. 78. plusieurs roues dentées entre le pignon C de la mani- 
velle et la crémaillère AB , comme on le voit représenté 
sur la 6gure 78. Dans cet appareil^ qui prend le nom de 
cric composé j la puissance P transmet son action à, la 
dernière roue, dont le pignon G engrène avec la cré- 
maillère. 

La condition d'équilibre est alors, comme pour un 
système de roues dentées , 

La puissance est à la résistance comme le produit des 
rayons des pignons est au produit des rayons des roues 
par le rayon de la manivelle. 

Du plan incliné» 

199. Nous avons démontré (121) que, pour l'équi- 
libre d'un corps sollicité par des forces quelconques , et 
s'appuyant contre un plan fixe par plusieurs points, il 
faut et il suffît que ces forces se réduisent à une seule 
normale au plan , et le rencontrant en un point situe 
dans l'intérieur du polygone déterminé par les point» 



d appuL Nous allons mainteoant ^Laminer comment ces 
conditions générales se modifient dans le cas d un corps 
pesant, retenu par une seule force sur un plan incliné à 
l'horizon, doù est venu le nom de la machine. 

Soient R le poids du corps ou la résistance à vaincre Fig. 79. 
pour Tempécher de glisser le long du plan incliné IKL , 
5tP la puissance ou la force qui le retient sur ce plan. Il 
faut , pour l'équilibre , que les deux forces P, R , aient 
une résultante N, qui soit normale au plan, et le ren- 
contre en un point de la surface de contact du corps 
et du plan. Ainsi d'abord les directions des deux forces, 
qui sont Tune OP, Vautre la verticale OR passant par 
le centre de gravité G du corps , se couperont en un 
point O, et seront situées dans un plan POR perpendi- 
culaire au plan IKL , puisqu'il passe par la normale ON. 
De plus, ce même plan POR, passant par la verticale 
OR , sera perpendiculaire à tout plan horizontal IKH 
coupant le plan IKL suivant IK , et , par conséquent, 
sera perpendiculaire à IK. Donc les intersections AB , 
AC , des plans IKL , IKH, par le plan POR, seront elles- 
mêmes perpendiculaires à IK , et con)prendront un an> 
gle BAC précisément égal à langle que le plan incliné 
[KL fait avec le plan horizontal IKH. 

Pour plus de simplicité, représentons le plan IKH par Fijg. 80, 
l'horizontale AC, le plan incliné par l'oblique AB, et de 
['un de ses points, tel que B, menons sur AC la perpen- 
diculaire BC. Nous aurons alors un triangle rectangle 
BAC, dont rhypoténusê AB et les côtés AC, BC , se- 
ront ce qu'on nomme respectivement la longueur^ la base 
0t la hauteur du plan incliné. 

Cela posé, le théorème étabU plus haut (182) donne 
imnaédiatement les rapports qui existent, dans l'état 
d'équilibre, entre les forces P, R , et la pression N exer- 
cée sur le plan incliné» G|r si » à i^ne distance quçlcon- 
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que du point A, on mène sur OP la perpendiculaire DE, 
qui rencontre AC en D, et AB en E, on formera un 
triangle auxiliaire ADE , dont les côtés seront respecti- 
vement perpendiculaires aux directions des trois forces 
P, R, N, et, d après le théorème cité, on aura 

(i) P:R::DE:AD, P:N::DE:AE (2). 

200. Examinons maintenant les deux cas particuliers 
suivants : 

i*"" CAS. — La direction de la puissance parallèle au 
plan incliné. 
Fig. 81. Le triangle auxiliaire ADE , devenant rectangle en E, 
est alors semblable au triangle rectangle ABC , qui a le 
même angle aigu A; on a donc DE :AD::BC:AB, et la 
proportion (i) devient 

P:R::BC:AB. 

Donc, lorsque la direction de la puissance est paraltele 
au plan incliné^ sa grandeur est au poids du corps qu'elle 
y retient en équilibre^ comme la hauteur du plan est a sa 
longueur. 

On a aussi DE : AE :: BC : AC, et la proportion (2) de- 
vient P:N::BC:AC. 

2® CAS. — La direction de la puissance horizontale, 
Fig. 82. Les trois côtés du plan incliné BAC étant alors per- 
pendiculaires aux directions des forces P, R, N, le 
triangle auxiliaire devient inutile , et l'on a immédiate- 
tement 

P:R::BC:AC. 

Donc , lorsque la direction de la puissance est horizon- 
tale , sa grandeur est au poids du corps qu'elfe retient en 
équilibre sur le plan incliné , comme la hauteur du plan 
est à sa base. 

On a aussi P:N::BC:AB. 
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On voit que, dans ces deux cas, la puissance est re- 
présentée par la hauteur du plan incliné , et la résistance 
par sa base , de sorte que ces cas admettent en commun 
la loi suivante : 

La puissance est à la résistance comme le côté du plaît 
incliné parallèle a la résistance est au côté parallèle à la 
puissance. 

20 1. "Le plan //ic///z6's'emp]oiejournellement pour sou- 
lever les corps pesants. La proportion P : R : : BC : AB 
(200, i'*^ cas) montre que plus la longueur AB du plan 
sera grande par rapport à sa hauteur BG , moins il faudra 
d'effort pour soulever un poids donné. Ordinairement 
on prend la hauteur égale au quart ou au cinquième de 
la longueur. C'est l'inclinaison que les portefaix donnent 
au plan formé par deux rouleaux parallèles dont ils se 
servent pour charger un fardeau sur leur camion. Alors 
ils n*ont besoin que de faire un effort égal au quart ou 
au cnquième du poids du fardeau. Mais ils diminuent 
encore l'effort à exercer en embrassant le corps avec une 
Corde attachée par une extrémité au sommet B du plan Fig. 83. 
incliné , et agissant à l'autre extrémité dans une direc- 
tion parallèle au plan, de sorte que les deux parties 

BD , P£ de la corde soient parallèles. Or, on a vu (i 8 1) 
que dans l'état d'équilibre , la puissance P égale la ten- 
sion du cordon BD , et par conséquent la moitié de leur 
résiiltante P'. On aura donc 

F0U2P : R : : BC : AB, ou P : - R : : BC : AB. 

2 

Comparant cette proportion à la précédente , on voit que 
la force capable de faire équilibre au poids R , lorsqu'on 
se sert de la corde , n'est que la moitié de celle qu'il 
faudrait employer si l'on n'en faisait pas usage. 

202. Les rapports donnés (199) par nos proportions 
(i) et (2) pour les forces P, R, N, sont plus simples que 
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ceux, des sinus employés par les auteurs. Il est au reste 
fiicile de passer des uns aux autres ; car les sinus des an- 
gles d'un triangle étant comme les côtés opposés, le 
^ Fig. 80. triangle ADE donne les proportions 

DE : AD : : sin A : sin E , DE : AE : : sin A' : sin D. 

Or l'angle E ou AED est égal à l'angle PON dont les co- 
tés sont respectivement perpendiculaires aux siens. Par 
la même raison Tangle D ou EDA est supplémentaire de 
Tangle POR qui a l'ouverture tournée en sens contraire. 
Mais l'angle POR = PON + NOR = PON + BAC, 
puisque les angles NOR, BAC, ayant les côtés perpen- 
diculaires chacun à chacun, sont égaux; donc, si l'on 
désigne par a Tangle BAC du plan incliné, et par ê l'an- 
gle PON que la direction de la puissance fait avec la 
normale ON, les proportions (i) et (2) deviendront 

P : R : : sin a : sin ê, P : N : : sin a : sin (a 4- ê). 

De plus , si l'on appelle y l'angle formé par la direction 
de la puissance P avec 4a longueur AB du plan incliné, 
on aura sin 6 = cos y, et la première des deux propor- 
tions précédentes donnera P : R : : sin a : cos y. 

Ainsi , dans Vétat d^équilibre , la puissance est à la 
résistance comme le sinus de C angle que le plan incliné 
fait ai>ec F horizon j est au cosinus de l*angle formé par la 
puissance et le plan incliné. 

Comme l'angle a est constant pour chaque plan in- 
cliné, lorsque la puissance P est donnée en grandeur, 
sa direction se détermine par la première proportion, 

d'où l'on tire sin é = — 5 — . Mais comme à un même 

sinus répondent deux angles supplémentaires, l'un aigu, 
l'autre obtus, on voit que la puissance P pourra, en 
général , être appliquée dans deux directions différentes. 
Nous disons, en général, parce que la résultante de5 
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deux forces P, R, tleTant agir suivant une normale au 
plan incliné , et presser le corps contre ce plan , il est 
clair que, pour remplir cette condition j la puissance doit 
être dirigée dans Tintérieur de l'angle M OR' supplément 
de NOR. Par conséquent, Fangle NOP ou 6 doit être 
plus petit que Fangle NOR' ou ao.o** — a. La puissance P 
n'admettra donc la direction OF, correspondante à 
l'angle obtus, que si Ion a sin 6 > sin aoo^ — a, ou 
sin S > sin a, et, par suite, P < R. 

D*un autre coté , si Ton avait P < R sin a , il en résul- 
terait sin 6 > I . Or, la plus grande valeur du sinus étant 
Tu ni té qui répond à langle droit , Téquilibre serait donc 
alors impossible. 

Ainsi, pour que la puissance puisse être appliquée 
dans deux directions différentes , il faut que son inten- 
sité P satisfasse aux deux inégalités 

P < R , P > R sin a. 

Lorsque Ton a P = sin a , ce qui est pour la puis- 
sance son minimum d'intensité , elle ne peut recevoir 
qu'une direction. Mais comme alors sin ê = i , l'angle 
6 est droit ; cette direction est donc parallèle au plan in- 
cliné , ce qui est le cas le plus favorable pour la puis- 
sance (200 , i*"^ cas). 

2o3. La loi d'équilibre, dans ce cas, ou la formule 
P = R sin a, montre qu'un corps de poids R ne tend à 
glisser le long d'un plan incliné sous un angle a , qu'en 
vertu- de son poids diminué dans le rapport de la hau- 
teur à la longueur du^plan ; le poids ainsi réduit à P ou 
R sin a , est ce qu'on nomme le poids relatif du corps 
par opposition au poids absolu R , qui a lieu suivant la 
verticale. 

Lorsque l'angle a du plan incliné va en augmentant de- 
puis 0° jusqu'à loo^i la valeur du poids relatif croît d'une 
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manière continue depuis zéro qui répond au plan ho- 
rizontal, où le corps reste en effet en repos, jusqu'à la va- 
leur R qui répond au plan vertical, où le poids relatif se 
confond avec le poids absolu. Lorsque l'angle a est le tiers 

I R 

d'un angle droit, comme alors sina=- , on a P = — , ou 

le poids relatif égal à la moitié du poids absolu. 

204. Si Ion adosse lun contre lautre deux plans de 
^ig. 84. même hauteur BC , mais inclinés à l'horizon sous les an- 
gles différents a , a' , et qu'on y appuie deux corps de 
poids absolus R, R', réunis par un cordon passant sur 1 
une poulie fixée en B , de telle sorte que les deux parties 
du cordon tendu soient respectivement parallèles à leurs 
plans, les poids relatifs de ces corps seront Rsiua, 
R' sin a. On aura donc, dans l'état d'équilibre, 

R sin a= R' sin a'; 

d'où R : R : : sin a : sin a. Or le triangle ABA' donnant 
sin a : sin a : : AB ; A' B , la proportion précédente de- 
vient R : R' : : AB : AB. 

Ainsi, pour que les deux corps se fassent équilibre , il 
faut que leurs poids ou simplement leurs masses soient 
proportionnelles aux longueurs des plans où, ils s^ appuient 

Des systèmes de plans inclinés. 

205, Pour trouver les conditions d'équilibre d'un corps 
pesant qui s'appuie à la fois sur plusieurs plans inclinés, 
on regardera son poids comme une force verticale pas- 
sant par son centre de gravité; alors il n'y aura plus qu'à 
suivre la marche générale indiquée plus haut (126). 

Prenons pour exemple le cas particulier d'un corps 

soumis à la seule action de la pesanteur, et s'appuyant 

?ig. 85. sur deux plans inclinés BH , B'H par les deux points 

C, G\ pour qu'il y ait équilibre, il faut que le poids R du 
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corps puisse se décomposer en deux forces qui soient 
respectivement normales aux plans BH, FH , et les ren- 
contrent aux points de contact C, C Par conséquent , 
les deux normales CO, CO'j menées aux plans BH, B'H, 
par les points C, C, devront i^ se rencontrer en un point 
de la verticale GR passant par le centre de gravité G 
du corps ; 2® se trouver toutes deux avec la direction GR 
dans un même plan vertical COC Telles sont^ dans ce 
cas, les conditions d'équilibre. 

Le plan vertical COC', étant à la fois perpendiculaire 
aux deux plans inclinés , le sera donc à leur intersection 
commune; et, par conséquent, celle-ci doit être hori- 
zontale. Donc il est impossible qu'un corps pesant soit 
en équilibre sur deux plans inclinés , si leur intersection 
n'est pas horizontale. 

Quant aux pressions exercées sur chacun des plans 
inclinés , comme elles ne sont autres que les deux com- 
posantes du poids normales aux plans, il suffit, pour 
les déterminer, de prendre sur la direction OR une lon- 
gueur OD pour représenter l'intensité de la force R , et 
de construire un parallélogramme dont les côtés OE, OE', 
adjacents au sommet O, soient perpendiculaires aux plans 
BH , B'H. Les forces représentées par les côtés OE , OE' 
seront les pressions cherchées. 

Du coin, 

206. Le coin est un corps solide en forme de prisme 
triangulaire AF, qu'on introduit par l'une des arêtes EF Fig. 86 
entre deux obstacles qu'on veut écarter. L'arête EF s'ap- 
pelle le tranchant du coin. La face opposée ABCD, sur 
laquelle on applique la puissance ou le choc, se nomme 
la tête du coin , et les deux faces adjacentes ADFE, BCFE, 
qui agissent contre les deux obstacles , en sont les côtés. 
M. Statique. la 
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Quelle que soit la direction du choc ou de la puis- 
sance , on peut toujours concevoir cette force décom- 
posée en deux autres , Tune perpendiculaire , lautre p- 
rallèle à la tête du coin. La première exerce sur lui tout 
soik effet, mais la seconde ne peut lui imprimer aucun 
mouvement y car elle ne tend qua faire glisser le mar- 
teau sur la tête ABCD. 
ig. 87. Supposons donc iknmédiatement la puissatice P nor- 
male à la tète du coin, et représi^ntons par R^ R' les deax 
résistances qui en résultent perpendiculairement à ses 
deux côtés pressés par des obstacles. Il s'agit de déter- 
miner les conditions d'équilibre entre les trois forces 
P, R , R'. 

A cet effet, si par la direction de la puissance P on 
mène un plan perpendiculaire aux arêtes parallèles AD, 
BG , £F , il coupera la surface du prisme suivant Un 
triangle GHI, dont les côtés GH ^ GI , HI seront les hau- 
teurs des trois faces AC, AF , BF, qui d ailleurs ont des 
bases égales. Donc les côtés du triangle seront propor- 
tionnels à ces trois faces, c'est-à-dire, à la tête et aux cô- 
tés du coin , et pourront les représenter. Comme de plus 
les angles du triangle mesurent les dièdres correspon- 
dants du coin, les trois forces P, R , R' seront respec- 
tivement perpendiculaires aux trois côtés du même trian- 
gle; de sorte qu'on aura (i8a) pour les conditions 

d'équilibre 

P:R:R: :Glt:GI:HI, 

c'est-à-dire que V intensité de la puissance est aux pressions 
normales aux côtés du coin , comme la surface de la tète 
est aux surfaces des cotés, 

207. Lorsque les côtés Gl, HI sont égaux, chacun 
d'eux se nomme la longueur du coin , qu'on dit alors 
isoscèle. Dans ce cas R = R' , et la condition d'équilibre 
devient 
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Ija puissance est à l'une des pressions latérales comme la 
tête du coin est au côté. 

Par conséquent, Teffort exercé par le côîit soumis à 
une {^tliilsànce déterminée, est d autant plus grand ^ que 
la tête est plus petite par rapport à la longueUt*. 

De la 'VIS, 

'208. La 'Vis est ùiie machitie qu'on ënlploté j^ôùr éle- 
ver des corJ)s pesants, et surtout pour éxtercer dé gt^aiides 
pressions. Elle consiste en un cylindre droit, à là surface 
duquel adhéré uh jfilet saillant roulé en spirale. Le filet 
petit être considéré comme engendré par Ite tiiouvfement 
d'un triangle y d*uh parallélogramme, ou, engénéhil^ 
d'un polygone, qui, s appuyant par l'un de ses côtés sur 
une génératrice , tourne autour de l'axe du cylindre sans 
cesser d'être avec lui dans un même plan, et en parcoutritlt 
une courbe nommée hélice , tracée sur la surface du dy- 
lindre. 11 s'agit de faire connaître d'abord la génératioii 
de cette courbe , et ses propriétés. 

A cet effet, concevons un cylindre droit ABGD; déve- Fig. 8^ 
loppons la circonférence BAB'B de la base , à partir d'un 
de ses points B , et dans son propre plan , suivant la droite 
BE. Par le point E menons au plan de la base une per- 
pendiculaire déterminée EG, et joignons BG. Si l'on en- 
roulé le triangle rectangle BEG autour du cylindre, de 
ttiahière que ta base BE de l'un k'evienne se confondre 
avec la basé BAB'B de l'autre j l'hypoténuse BG s'appli- 
qtlferâ sur la Surface du cylindre suivaht une courbe BH'Hj 
telle que la hauteur B'H' d'un quelconque dé Ses points H'j 
comparée à la portion BAB' de la base , comprise entre 
le point B de départ et le pied B' de la perpendiculaire 
H'Ë', donnera toujours le même rapport ; car lé point H^ 
de la courbe provient du point G' situé sur l'hypoténuse 
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BG , à une hauteur G'E' = K'V. Or l'on a 

GE : G'E' : : BE : BE' : : cire. BAB'B : arc BAB'. 

Donc , puisque les hauteurs GE , G'E' égalent respectif 
vement BH, B'H', on aura 

BH : B'H' : : cire. BAB'B : arc BAB' ; 

et il en sera de même pour tous les points de la courbe 
ainsi formée par l'enroulement de l'hypoténuse BG pro- 
longée indéfiniment. La courbe continue , qui contourne 
la surface du cylindre en montant proportionnellement 
à l'arc parcouru par le pied de la perpendiculaire , est 
précisément ce qu'on nomme hélice (^*). Chacune des por- 
tions de l'hélice, dont les deux extrémités B, H, vien- 
nent aboutir à la même génératrice BH du cylindre, 
forme une spire. L'intervalle H'H", compris entre deux 
spires consécutives , et mesuré sur une même généra- 
trice, est partout le même, et se nomme le pas ou la 
hauteur de l'hélice. 

Si donc on désigne , en général , par 7.izr la circonfé- 



(*) Les auteurs expliquent la génération de Thélice en déve- 
loppant le cylindre AL sur un plan , suivant le rectangle 
g. 88. AA'D'D , qu'on divise en rectangles partiels égaux par les 
transversales BB', CC',. . . Enroulant alors ces rectangles par- 
tiels autour du cylindre, la diagonale AB' du premier déter- 
mine la première spire, la diagonale BC du second la seconde 
spire, ainsi de suite. Toutes ces spires sont dans le prolon- 
gement l'une de l'autre, et forment une coiu'be continue, 
quoique obtenue par des portions séparées de ligne droite. 
Mais comme les élèves peuvent éprouver quelque difficulté à 
concevoir pourquoi les différentes parties de l'hélice ne font pas 
de genoux^ il nous a paru préférable de remplacer les rectangles 
partiels par un seul triangle revenant au même et faisant bien 
mieux saisir la continuité de l'hélice. 
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rence de la base , par h la hauteur BH de l'hélice, p^r j 
la hauteur H'B' d*un de ses points , et par x Tare BAB' 
correspondant , on aura 



X axr 



qui est Téquation de lliélice; elle donnera tous ses 
points en faisant varier x depuis o jusqu'à un nombre 
de circonférences égal au nombre des spires, et portant 
sur les génératrices, à partir de la base , les valeurs ob- 
tenues pour^. 

L'hélice étant ainsi formée par l'enroulement continu 
d'une seule et même droite , on voit que sa propriété 
caractéristique est d'être partout également inclinée sur 
le plan de la base, ou à l'horizon, lorsque son cylindre 
est vertical. Si donc on place un point m sur l'hélice , on 
pourra le considérer comme reposant sur la tangente en 
ce point, ou, ce qui revient au même, sur un plan in- 
cliné IKL , dont la hauteur KL est la hauteur h de l'hé- 
lice , et dont la base IK égale la circonférence de la sec- 
tion faite au point I ou 27ur. 

209. Supposons d'abord le point m reposant sur l'hé- 
lice et soumis à l'action de deux forces , Tune verticale q 
tendant à le faire descendre, l'autre horizontale/? tan- 
gente au cylindre, et s'opposant au mouvement du 
point m le long de l'hélice. Si l'on considère ce point sur 
le développement IL de la spire ISC où il est situé , les 
forces/?, q , resteront l'une horizontale , l'autre verticale ; 
et pour que l'équilibre ait lieu , ces deux forces devront 
avoir une résultante r perpendiculaire à la longueur IL 
du plan incliné. Les trois forces/?, y, r étant ainsi res- 
pectivement perpendiculaires aux trois côtés du triangle 
IKL, leur seront donc proportionnelles d'après le théorème 
établi plus haut (182) , et l'on aura 
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Ainsi 5 lorsquhîy a équilibre , la puissance horizontale 
p est a la force verticale q , pressant le point sur fhéUce^ 
comme lepa^ de V hélice oft à la circonférence du cylindre. 

On n'a considéré quelle spirft où est situé le point m, 
car toute portion de Vhélice située çn deçà ou au delà ne 
peut influer sur les conditions de l'équilibre. 

2IO. Pour prendre un cas intermédiaire entre le cas 
précédent et celui de la vis , concevons que la puissance 
p* , qui agit pour faire tourner le cylindre autour de son 
axe supposé fixe , soit appliquée , non plus au même point 
m que la force verticale q^ mais en un certain point o 
relié d'une manière invariable avec la surface du cylindre, 
et nommons ^sa distance à l'axe. Cela posé, menons par 
le point m une horizontale tangente au cylindre, sui- 
vant laquelle nous appliquerons d'un côté une force 
auxiliaire p retenant le point m de manière qu'il y ait 
équilibre entre les forces /?, y, et de l'autre une force 
— p égale et opposée à p. D après le cas précédent , les 
forces/?, q donnent p:q :: h: 2 tt r. Or, les forces/?', — /?, 
agissant exactement ici comme dans le tour, fournissent 
la même loi d'équilibre/?' : p : : r : d. Multipliant ces deux 
proportions par ordre , et supprimant les facteurs com- 
muns , il vient 

/?' : y : : A : 2 TU rf. 

Donc , la puissance karizanûale p' est à la force T/ertir 
cale qui pres<s^ le point m sur V hélice , comme le pas ck 
Vkélice est à la circonférence que la puissance, tend à dé' 
crire autour de Vaxe du cylindre. 

Cette proportion , étant indépendante du rayon r du 
cylindre primitif, fournit donc toujours le même rap- 
pQVt entre les forces pi et y , quelle que soit la distance 
de l'hélice à l'axe , pourvu que sop pas reste le même. 
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ail. Maintenant il est facile de trouver les eonditions 
d'équilihre pour la vis elle-même , comme nous allpns le 
faire ▼oir, après avoir complété l'explication de la ma- 
chine. Il résulte de la définition établie ci-dessus (ao8) , 
que tous les points , dont se compose le filet de la vis , 
peuvent être censés appartenir à des hélices tracées sur 
des cylindres , ayant pour axe celui du cylindre primitif, 
et pour rayons respectifs les perpendiculaires abaissée^ 
de ces points sur Taxe commun. D'ailleurs toutes ces 
hélices ont évidemment le même pas, qui se nomme le 
pas delà vis; car pour chacune d'elles l'intervalle com- 
pris entre deux révolutions consécutives est égal à la 
droite BH. 

La vis, proprement dite, ne peut servir comme puis- 
sance mécanique , sans être jointe à une autre pièce ap- 
pelée son écrouy et qui est un corps solide de forme 
quelconque , exactement pénétré par la vis elle-même î 
de sorte que le filet saillant, dont elle est revêtue, produit 
dans l'intérieur de l'écrou une espèce de creux ou sillon 
dont la surface est parfaitement égale à celle que la vis 
présente en relief , c'est-à-dire que l'écrou est comme le 
moule ou la matrice de la vis. 

Ces deux pièces sont donc tellement assujetties l'une 
à l'autre, que si l'une d'elles est fixe, l'autre ne peut plus 
prendre qu'un mouvement combiné de rotation et de 
translation , par suite duquel elle tourne autour de l'axe 
commun en même temps qu'elle glisse sur la surface de 
la première pièce comme sur un plan incliné ; de ma- 
nière que, pour une révolution entière autour de Taxe, 
elle s'avance , dans le sens de cet axe , d'une longueur 
égale au pas de la vis. 

212. Passons enfin aux conditions d'équilibre entre les 
forces appliquées à la pièce mobile, et qui sont ordinai- 
rement au nombre de c|eu3( , savoir , une résistance R 
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g. 89. parallèle à l'axe AB , et une puissance P agissant dans m 
plan perpendiculaire à Taxe. Gomme les conditions d'é- 
quilibre restent les mêmes, quelle que soit la pièce mo- 
' bile , nous supposerons que l'écrou tourne autour de la 
vis immobile et placée dans une position verticale. 

Ainsi la résistance R , ou Faction de la pesanteur sur 
Vécrou chargé, si Ton veut, dun poids étranger, agit 
parallèlement à Taxe pour le faire descendre en tournant 
autour de lui. La puissance P, qui s'oppose à ce mouve- 
ment , est une force horizontale GP appliquée en un point 
G lié à l'écrou d'une manière invariable. Représentons 
toujours par h le pas de la vis , et par r la dbtance CD 
de la force GP à Taxe. 

Le cas actuel se ramènerait immédiatement au précé- 
dent (210), si l'écrou ne reposait que par un seul point 
sur le filet de la vis, et la condition d'équilibre serait 
donc 

P : R : : A : a TC r. 

Mais comme l'écrou porte à la fois sur une infinité de 
filets, si l'on conçoit la résistance R décomposée en au- 
tant de résistances parallèles r', r ', r " qu'il y a de points 
de pression , et de même la puissance P décomposée en 

autant de puissances parallèles p\ p\ p'\ dont 

chacune soit séparément en équilibre avec la résistance 
partielle qui lui correspond , on aura toujours 

p' : r^ : : A : 2 TU r 
p : r : : A : 2 ic r 
p : r : : A : 2 TT r 



et par conséquent 

y +p'+p"+ ••• :/-' +/'+;•"'+ ... ::/i:2T:r 
ou enfin P : R : : à : 2 tu r. 
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Ainsi, dans V équilibre de la vis y la puissance^ qui tend 
à faire tourner Vécrou , est a la résistance , qui agit dans 
le sens de Taxe , comme le pas de la vis est à la circon' 
férence que la puissance tend à décrire. 

Il suit de là que, par rapport à la résistance , la puis- 
sance a d'autant plus d effet que, i" son bras de levier 
est plus grand ; ^^ le pas de la vis plus petit. 

Lorsqu'on se sert de la vis pour exercer des pressions^ 
ce qui est son usage le plus ordinaire, on dispose les 
objets à comprimer entre deux plateaux, dont l'un est 
fiie,et dont Tautre est pressé par l'écrou. 

Pour donner un exemple numérique, cherchons le 
rapport qui existe entre la puissance et la résistance , 
lorsqu'on a r= i", et A=o'",oi. Dans ce cas, la pro- 
portion ci-dessus donne P : R : : i : 200 ^ : : i : 628, puis- 
que TC = 3 , 14 1^9 P^i* conséquent, avec une telle 

vis, on produirait une pression 628 fois plus considérable 
qu'avec la puissance donnée. 

De la vis sans fin. 

21 3. On peut encore employer la vis pour communi- 
quer à une roue dentée un mouvement de rotation , 
ayant pour but d'élever un poids , ou de vaincre une ré- 
sistance quelconque. A cet effet , on donne d'abord au 
pas de la vis une longueur à peu près égale aux divisions 
de la roue , et l'on dispose la machine de telle sorte que 
l'axe de la vis soit dans le plan de la roue , et que son filet 
engrène avec les dents. En faisant alors tourner la vis , 
à l'aide d'une manivelle ou de toute autre manière, son 
Blet mène les dents successives de la roue, à laquelle 
il se présente toujours d'une manière uniforme , en exer- 
çant une pression parallèle à l'axe. L'appareil ainsi dis- 
posé se nomme vis sans fin^ parce que le mouvement Fig. 90^ 



delà rpiie et de la ▼!$ peut se contliitterlndëfiRimeiit, 
tandis que la vis ordinaire ne peut faire qu'un nombre 
déterminé de tours. 
Fîg* 90* Il s agit de trouver les conditions d'équilibre entre la 
puissance P appliquée à la |i>anivelle, e\ la résistance R, 
qui est un poids suspendu à une corde s^enroulant sur 
le cylindre G de la rque dentée. 

Soient h le pas de la vis , m le rayon de la msinivelle, 
r celui de la roue, c celui du cylindre. Si Ton désigne par 
X la pression que le filet exerce, parallèlement à Taxe AB, 
contre la dent de la roue, on £|ura d^aboi^, par Téqui- 
libre de la vis , 

P:X::A:27Pin, 

et par Téquilibre du treuil, ou par celui de la roue dentée, 

X:R::c:r. 

I^ultipliaut ces deux proportions par ordre, il vi^ut 

P : R : : c A : 2 X »^ . r. 

Ainsi, dans l^ équilibre de la vis sans fin , la puissance est 
à la résistance, comme le produit du pas de vis par le 
rayon du treuil est au produit du rayon de la roue dentée 
par la circonférence que tend à décrire le point d'appli^ 
cation de la puissance. 

Lorsque k et c sont de très-petites fractions de m et 
de r, le produit cA est extrêmement petit par rapport au 
produit 2 TT/w . r, et l'on obtient des effets surprenants. 

Si , par exemple , 

A=o'",oi ,/?!= i'",oo,c=:o'",o5, e%r=z i'",Qp, 

on aura P : R : : 5 : 20 000 ic : : i : 1 2 000 environ. La ma- 
chine construite avec ces dimensions rendrait donc la 
puissance 1 2 000 fois plus considérable , c'est-à-dire per- 
mettrait de soulever un poids de 1 2 000 kil. au moyen 
d'un effort équivalent à i kil. 



Du gm^i^. 

ai4- Le geuQH est une m^oliine forf^^e 4^ ^^W^ trin- 
gles rigides AB, BD, réupies par ^n mouvement ^p Fig. 91. 
charnière en un point B, autour duquel elles peuyept 
tourner dans leur plan cçimmun , cpmme les deux bran- 
ches d'un compas autour de leur pivot. L'extrémité su- 
périeure A de la tringle AB se relie , par un autre mou- 
veqent de charnière, au sommet d*un montant AG fixé 
sur un plateau MN , ce qui permet à cette tringle de 
tourner autour du point fixe A, tandis que Textrémité 
inférieure D de la tringle BD glisse librement dans une 
rainure du montant AG , comme dans une coulisse. 

Concevons maintenant qu'une puissance P agisse sur 
la tringle AB pour rapprocher son extrémité B du mon- 
tant, et, par conséquent, pour faire ouvrir l'angle B , il 
est clair que le point D va tendre à s'éloigner du point A 
çn salissant dans la rainure AG, et pressant, contre le pla- 
teau MN, les corps soumis à son action. La puissance 
s'applique ordinairement non à la tringle AB, mais à un 
levier AL invariablement relié avec cette tringle, de ma- 
nière que leur ensemble forme le levier coudé LAB, mo- 
bile autour du point fixe A ; et l'on agit sur le bras AL 
pour produire en D une pression qui s'exerpe le long de 
)j| f ainure. 

La résistance R étant une force égale et contraire ^ 
cette pression, et la puissance P agissant à l'extrémité 
du bras de levier AL , cherchons la relation qui existe 
entre ces deux forces lorsque l'équilibre a lieu, en sup- 
posant d'ailleurs la machine dans que position verticale. Kg. 92* 
D'abord il est clair que la puissance P, qui s^gix sur le 
levier coudé LAB, développe suivant ^Q v^ne ceftaine 
force qui pousse 1^ poiqt D ÇQçtr^. la rfi^^nr^. Or qp 
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peut, sans troubler cet effet, appliquer au point B, sui- 
vant BD y deux forces X égales et contraires , la force X 
étant choisie de manière à faire équilibre à la puissance P. 
Abaissant alors du point A , sur la direction de BD , la 
perpendiculaire AI , on aura y par l'équilibre du levier 
coudé y 

P:X:: AI:AL, 

et il ne restera plus que la force X agissant pour éloigner 
le point D de la rainure. Décomposons cette force X en 
deux autres , Tune Y dirigée suivant l'horizontale DY, et 
qui sera détruite par la résistance du montant , l'autre 
agissant suivant la verticale AG. Cette seconde compo- 
sante sera précisément la valeur de la résistance R op- 
posée à la pression qui s'exerce pour faire descendre le 
point D le long de la rainure. 

Les trois forces X, Y, R étant respectivement per- 
pendiculaires aux côtés du triangle AGN , on aura (182] 
X : R : : AN : GN j mais si Ton abaisse du point B la per- 
pendiculaire BE sur AG , on formera un triangle DBE 
semblable au triangle AGN, d'où résulte la proportion 
AN : GN : : BD : DE; et, par suite, la précédente devien- 
dra X : R : : BD : DE, qui, multipliée par ordre avec la 
première , donnera enfin 

(i) P:R: : AI.BD: AL.DE. 

Gomme le double de la surface du triangle ABD a éga- 
lement pour mesure AI.BD ou AD.BE, on peut rem- 
placer la proportion (i) par la suivante 

(2) P : R : : AD.BE : AL.DE. 

Gette relation contient encore les variables DE, AD, 
BE ; mais au moins elles sont toutes comprises dans Tin- 
térieur de la machine. D'ailleurs le résultat n'oflre rien 
de remarquable. Or, si l'on suppose le genou isoscèle, 
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ou AB = BD , d'où il résulte AE = DE , et AD = 2DE, 
la relation ci-dessus devient 

P : R : : 2BE : AL. 

Ainsi, en appelant BE hi flèche du genou y on voit que 
dans r équilibre du genou isoscèle, la puissance qui tend 
a faire tourner le premier côté autour de son extrémité 
fixe , est à la résistance que V extrémité mobile du second 
côté éprouve le long de la rainure y comme le double de la 
flèche du genou est au bras de levier de la puissance. 

Lorsque la flèche BE du genou est fort petite par 

rapport au bras de levier AL^ la pression exercée, qui a 

P. AL 

pour valeur R = — ^=r- y sera très - considérable par 

î*apport à la puissance , et deviendrait infinie , si les deux 
::ôtés du genou étaient en ligne droite. Ainsi la pression 
sxercée par le genou , dans le sens de la rainure , peut 
ievenir plus grande que toute pression donnée. 

ai 5. Remarque. La loi d'équilibre du genou peut 
s'obtenir plus simplement à l'aide des lignes trigono- 
métriques. 

En effet, nous avons vu (212) que la puissance P dé- 
veloppe, suivant BD, une certaine force X qui pousse 
le point D dans le sens BD, et que, par la loi d'équilibre 
du levier, on doit avoir 

P:X::AI:AL, 

ou P : X : : AB. sin B : AL, 

puisque AI = AB. sin B. 

Or le point D , ainsi poussé par la force X contre le plan 
DA , et tiré par la force R le long du même plan, doit 
être en équilibre de lui-même ; on aurait donc par la 
théorie du plan incliné 

X ; R : : I : cos D ; 
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niUllipliaiit par ordre , il vient 

P : R : : AB . sin D : AL • cos D« 

Au reste, cette relation se déduit aisément de la propo> 
tion 

(i) P:R:: AI.BD : AL.DE; 
car 

AI = AB sin B, et DE = BD cos D. 

On a dofac 
P:R::AB.BÎ).8inB:AL.BD.cosD::AB.sînB:AL.c08tt 

On tire de là 

P. AL. cos D 



R = 



AB.sinB 



Comme langle D dîmititie à mesure que Tangte B aug- 
mente, on voit tjue cos D s'approche de l'unité, en même 
temps que sin B s'approche de zéro. Donc la force R 
du genou crott indéfiniment à mesure que l'atigle Baug- 
metite, ou que les deux côtés du genou s'approchent 
d'être en ligne droite. La même formule montre en- 
core que la pression est d'autant plus forte que le bras de 
levief* AL est plus long , et que le premier côté AB est 
plus courte C'est pourquoi Ton doit appliquer la traverse 
KL le plus près possible de l'angle du genou^ Cette 
machine très-simple est fort utile, parce qu'avec tine 
force médiocre elle permet d'exercer une pression 
énorme, en n'exigeant qu'un très-petit déplacement. On 
s'en sert principalement pour appliquer les timbres sur 
le papier. On pourrait la rendre aussi puissante que la 
pi'esse à vis , ti l'employer pour frapper les hiotinaies. 

De la balance de Roberçal. 
Fig. 93. 216. La balance de Roien^alj représentée par la figure 
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93) n'est autre chose que l'assemblage de quatre tègleà 
AB^abj Aa, B^, deux à deux égales et parallèles, et Fig* 94« 
mobiles autour des points de jonction A, B, a, i, com- 
me sur des charnières. Les deux règles AB^ ai sont, en 
cutre^ mobiles autour des points milieux M, m^ fixés sur 
un support vertical formant le pied de la machine. Les 
deulL autres règles opposées Aa , B& , portent en deux 
points arbitraires G , D , et dans le plan du parallélo- 
gramme ABbuy deux tringles CE, DF, invariablement 
reliées avec elles sous un angle quelconque. On voit que 
cet appareil peut être considéré comme formé par la 
réunion de deux balances égales et parallèles , situées 
dans un même plan vertical, et mobiles en même temps 
autour de leurs appuis , tout en conservant leur parallé- 
lisme. Maintenant, si Ton applique aux tringles EC, DF, 
deux forces P, Q, parallèles et de même sens , dirigées 
dans le plan du parallélogramme ABba^ comme, par 
exemple, deux poids suspendus par des cordons, lors- 
que ces poids sont égaux, l'équilibre aura toujours lieu, 
quelles qiie soient les distances de ces deux forces au£ 
points fixes M , m. 

Pour le démontrer, nous allons d'abord faire voir 
qu'on peut appliquer la force P au sommet adjacent A 
du parallélogramme ABba , et la force Q au sommet B» 

En effet , décomposons la force P ou EP en deux au- 
tres EG, EH, dirigées suivant les droites AE , Ea; ces 
côittposantes pourront être trarispôirtées âuk points A, rt, 
ctt AG', dH', puisque leur point d application Ë se trOuVe 
invariablement lié avec les points A, a, par la tringle EG. 
Or, les forces AG', aH' peuvent se décomposer, l'une, AG', 
en deux forces AI, AK., dirigées suivant les côtés AB, Aa, 
l'autre , aH! , en deux forces aN , àL , dirigées suivant 
les côtés ab , Aa. La force primitive P se trouve donc 
ainsi remplacée par les quatre forces AI| aN, AK, àL ^ 
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dont les deux premières sont détruites par la résistance 
des points fixes M^ m , où Ton peut les concevoir appb- 
quées. Il ne reste donc plus que les deux dernières AK, 
aL, qui, étant de même sens^ et agissant en des points A, 
a y liés entre eux d'une manière invariable, se réduisent 
à une seule force égale à leur somme , et appliquée au 
point A. Il est facile de voir que cette force est égale à 
P ou EP ; car, si par le point H on mène au côté Afi la 
parallèle HO , on aura le triangle EOH égal au triangle 
flLH', et le triangle HOP égal au triangle AIG', ce qui 
donne EO = ah et OP =z= IG' ou AK. Donc la force 
AK + aL = EO + OP ou la force P. Ainsi , quelle que 
soit la distance de la force P aux points fixes M, /tz, on 
peut rappliquer au point A suivant la direction du côté Ao. 

On prouvera de même que la force Q peut être ap- 
pliquée au point B suivant la direction du côté Bb. 

Nous avons donc deux forces parallèles et de même 
sens P, Q , appliquées aux extrémités d'un levier AB 
dont les bras sont égaux ; et par conséquent il faut, pour 
l'équilibre , que les deux forces soient égales (*). 

Lorsque les points d*appui M , w , ne sont pas au mi- 
lieu des côtés AB , ab y mais les divisent tous deux dans 
un même rapport quelconque, on a de même, par la loi 
du levier, 

P : Q : : CB : MA. 

Donc^ dans la balance de Roberval , pour que deux for- 
ces parallèles y appliquées à des distances quelconques des 



(*) La démonstration que nous venons de donner se simplifie 
à l'aide de la théorie des couples. Mais comme c'est à peu près 
la seule machine, au moins de celles que l'on considère en 
Statique, pour laquelle cette théorie offre une simplification, 
nous avons préféré employer la décomposition des forces. 
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pointé fixes , se fassent équilibre , il faut et il suffit que 
ces forces soient en raison inverse des distances des 
points fixes aux deux côtés du paraUélogramme qui leur 
correspondent. 

!2i7« De là résulte une espèce de paradoxe, puisque, 
dans le lerier ordinaire, deux forces ne peuvent se taire 
équilibre , à moins d*étre en raison inverse de leurs dis- 
tances au point fixe, et par conséquent à moins d*être à 
la même distance de ce point, lorsqu elles sont égales. 
Mais le paradoxe s'évanouit aussitôt, en faisant attention 
que la balance de Roberval n*est pas un véritable levier, 
c'est-à-dire , une verge inflexible mobile autour d'un seul 
point fixe. C'est au contraire un système de forme "va^ 
viable , où il y a deux points fixes , et qui peut donc 
comporter d'autres conditions d'équilibre que le levier 
ordinaire. 

De la balance de Quintenz. 

az8. La balance de Quintenz^ généralement connue Fig.gS. 
âous le nom de balance à bascule , a été inventée par le 
chanoine Quintenz, de Strasbourg, qui prit un brevet 
d'invention en 1828. Aujourd'hui MM. Schwilgué et 
Rollé, après lui avoir apporté quelques perfectionne- 
ments de détails , la fabriquent en grand dans les beaux 
ateliers qu'ils ont créés dans la même ville. 

Cette ingénieuse balance se compose principalement 
d'un plateau fixe MN, ou espèce de caisse en forme de Fig.96. 
trapèze reposant sur le sol , et surmontée d'un plateau 
mobile KL sur lequel on met l'objet à peser; d'un mon- 
tant vertical MO , fixé à l'extrémité M du plateau MN , 
et surmonté d'un levier AC à bras inégaux , mobile au- 
tour du point O; enfin de deux leviers coudés DEF, 
D£F, situés dans l'intérieur de la caisse fixe^ et com* 

M. Statique. i3 
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prenant un espace à peu près triangulaire , mobile au- 
tour de l'axe FF , base du triangle. Les deux leviers réu- 
nis au sommet, et ne formant plutôt qu'un seul levier à 
deux branches , reposent par deux couteaux F sur le 
plateau fixe MN , et supportent le plateau mobile KL au 
moyen de deux autres couteaux placés en->dessus aux 
deux points E. Ce plateau se relie au levier principal AOG 
par le moyen d'une tringle KB assemblée à charnière au 
point K du plateau , et au point B du levier. Il est percé 
en G pour le passage d'une autre tringle DC également 
assemblée à charnière y d'un côté avec la tête D du levier 
à deux branches, et de l'autre côté avec l'une des ex- 
trémités G du levier principal AOG , dont l'autre extré- 
mité A porte un bassin destiné à recevoir le poids P. 
On voit que la position du plateau mobile KL est com*^ 
pléteraent déterminée au moyen du point de suspension 
K, et des deux points qui reposent sur les couteaux EQ 
L'appareil est disposé de telle sorte que les tringles 
Fig. 96. KB, DC, restent toujours verticales pendant les mou- 
vements de la bascule, et que le corps à peser, mis en un 
point quelconque du plateau mobile, produit le même 
effet que s'il était immédiatement suspendu au point B 
du levier principal; c'est-à-dire que s'il faut mettre en A 
un poids P pour faire équilibre au corps R suspendu 



(*) Dans la figure 96 on a supposé, pour plus de simplicité, 
le plateau mobile KL prolongé jusqu'à la tringle KB passant 
par le point B du levier AC; mais en réalité ce plateau se ter- 
mine au panneau K'H (fig. 9^), et la tringle dont il s'agit se 
relie à la tête K du trapèze avec lequel le plateau mobile KL est 
ihvariablenient assemblé. Les lettres de la figure 96 ont été ré- 
pétées , autant que possible , sur la figure 95 qui représente 
l'ensemble de la machine, tandis que la figure 96 sert seulenaenl 
pour l'explication de la théorie. 
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en B , le même poids fera équilibre au corps R place en 
un point quelconque du plateau mobile KL. 

H. Quintenz a obtenu très*habilement ce résultat en 
imaginant de prendre les deux longueurs FE, FD, dans 
le même rapport que les deux longueurs OB , OC , ce 
qui donne la proportion OB : OC : : F£ : FD. En effet , 
le poids R étant placé quelque part en r sur le plateau 
mobile , concevons-le décomposé en deux autres poida 
quelconques S , T, appliqués en des points 5 , ^ , situés 
au-dessus des leviers coudés , et à même distance de 
leurs extrémités F. Considérons séparément chacune de 
ces forces , comme si elle était seule , et prenons d'abord 
k £Drce S. Si on la décompose en deux autres S', S"^ 
agissant aux points E, K, et qu'on représente par m, n^ 
les distances de leurs points d'application à celui de la 
force S, considéré comme point fixe , la loi du levier 
donnera, dans letat d'équilibre , 

S' : S : : n : m+n, S" : S : : m : m + «, 

d'où S' = , S" = • et la force verticale S", 

agissant au point K, pourra être considérée comme ap» 

pliquée au point B situé sur sa direction. 

Maintenant, si l'on décompose de même la force S' en 

deux autres S, , S, , appliquées aux points D , F , la force 

S, sera détruite par la résistance du point fixe F, et Ton 

aura, pour déterminer la force S , la proportion 

S,:S'::FE:FD, 
- S' FF 
d'où S, = p \ ou, en substituant à S' la valeur ci- 

, - «S.FE 

dessus, S^^j-^-^-^. 

Cette force St pouvant être considérée comme appliquée 
au point G situé sur sa direction , le levier AG se trouve 
donc soumis à laction de trois forces verticales , Tune P^ 

i3. 
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appliquée au point A , et devant faire équilibre aux deux 
autres S'', S,, appliquées aux points B, C. Ainsi, en pre- 
nant les moments , on aura , pour la condition d'équi- 
libre , la relation 

F.AO = S'.OB + S,.OC, 
qui, par la substitution des valeurs de S'^ et S, , devient 

Mais la proportion ci-dessus^ OB : OC : : FE : FD, donne 
FE,OC = FD.OB; substituant cette valeur de FE.OC, 
les distances m et tz, relatives à la position particulière 
du poids sur le plateau mobile, s'évanouissent , et Ton a 
P'. AO=S.OB, c est-à-dire que les conditions d'équilibre 
sont les mêmes que si le poids S était suspendu au point B. 

Comme tout ce qui précède peut s'appliquer mot pour 
mot à la partie T du poids R située en t au-dessus de 
l'autre branche du levier, on en conclut, en réunissant 
les deux résultats, P.AO = R.OB; d'où il suit que les 
conditions d'équilibre du poids R, reposant en un point 
quelconque du plateau mobile , sont les mêmes que s'il 
était appliqué au point B du levier AC. 

219. Cette balance pèse ordinairemennt au 10*, c'est- 
à-dire qu'un poids de 100 k. ^ placé sur le plateau mo- 
bile, est tenu en équilibre par un poids de 10 k. sus- 
pendu au point A du levier principal. Alors la distance 

OB = — O A. 
10 

L'appareil est d'une grande sensibilité, parce que toutes 
les pressions s'exercent sur des couteaux prismatiques 
où les poids se trouvent répartis, de manière que cha- 
cun n'en porte qu'une portion. Le couteau du levier 
principal ne porte que 1 1 , lorsqu'il aurait 20 à porter 
dans la balance ordinaire^ La machine est d'un usage 
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aussi simple, mais elle est bien moins embarrassante à 
disposer ; elle est d'ailleurs exempte de tout frottement j 
très-peu susceptible d'altération ou de dérangement, 
peu Yolumineuse , d'un transport facile, d'une grande 
solidité , et offire une facilité remarquable pour le travail 
des pesées. Enfin la délicatesse de son exécution permet 
de la faire servir à de petites pesées , en plaçant les corps 
sur le bassin des poids , et les poids sur le plateau mo- 
bile. Aussi tous les services publics , civils et militaires , 
ont exclusivement adopté cette balance , qui coûte de 
lao à i5o fr. , selon les dimensions. 

Du polygone funiculaire, 

220. On nomme polygone funiculaire un assemblage 
de cordes liées entre elles par des nœuds fixes , ou sim- 
plement passées dans des anneaux qui peuvent couler le 
long des cordes. 

Considérons d'abord le premier cas , et supposons que 
cbaque nœud n'assemble jamais que trois cordons. Ces 
nœuds fixes A, B, G, D. . • sont les sommets du po- Fig.97« 
lygone, dont les côtés AB, BG. . . sont formés par des 
cordons censés parfaitement flexibles et inextensibles, 
et d'ailleurs regardés comme sans pesanteur. Lorsque le 
polygone est tenu en équilibre par des forces quelcon- 
ques P, F, FV • • Q> appliquées à ses sommets, quelles 
que soient leurs directions et leurs intensités, les côtés 
du polygone sont rectilîgnes , et conservent une longueur 
invariable ; mais la grandeur de ses angles doit évidem- 
ment varier selon les forces appliquées. Le polygone fu- 
niculaire est donc essentiellement un système de figure 
variable d'après des conditions déterminées, et, par con- 
séquent, peut être assimilé à un assemblage de machines 
simples réagissant les unes sur les autres, en vertu de 
leur liaison mutuelle. Or, dans ces sortes d'assemblages, 
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qu'on Domme specisilement machiner composées ^Vk théo- 
rie des lois d'équilibre repose sur les deux propositions 
suivantes, assez évidentes par elles-mêmes pour être re- 
gardées comme des axiomes. 

i"" Lorsqv^un système de points est en équilibre ^ chaque 
point doit être en équilibre de lui-même en "vertu de tou- 
tes les actions qui le sollicitent y et qui comprennent nonr 
seulement les forces immédiatement appliquées à ce point, 
mais encore les résistances ou réactions exercées sur lui 
par les autres points du système. 

n^ Deux points ne peuvent agir Vun sur Vautre que 
suivant la droite qui les joint ^ et la réaction est toujours 
égale et contraire à Vaction. 

Ainsi, pour déterminer les conditions d'équilibre du 
polygone funiculaire, nous aurons d'abord à évaluer les 
réactions provenant de la liaison des points du système 
au moyen des cordons , et, combinant ces réactions avec 
les forces immédiatement appliquées , nous exprimerons 
les conditions d'équilibre, comme si chaque sommet du 
polygone était entièrement libre dans Tespace. Nous dé- 
terminerons en même temps la figure du polygone qui 
convient à cet état. 
Fig.QB. A^i* Considérons d'abord trois forces P, Q, R, agis- 
sant suivant trois cordons AP, AQ, AR, réunis au point 
A par un nœud fixe. Comme chaque cordon est parfai- 
tement flexible et inextensible , la force, qui agit suivant 
la direction rectiligne de l'un d'eux, transmet son action, 
de proche en proche, à chacun de ses points, comme si 
le cordon était une droite parfaitement rigide ; on peut 
donc regarder les trois forces comme immédiatement 
appliquées au point A, et agissant, en outre, suivant les 
axes de leurs cordons (*)• 

(^) Cette supposition est d'autant plus permise , que si un 
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L'équilibre de ces forces exige que Tune d'entre elles 
soit égale et directement opposée à la résultante des deux 
autres. Donc 

i^ Les axes des trois cordons doiyent être dans un 
même plan ; 

a® Les inten3ités des forces doivent (21) satis&ire 
aux proportions 

P : Q : R : : sîn QAR : sin PAR : sin PAQ, 

c est-à-dire que dans tétat d'équilibre chaque force peut 
être représentée par le sinus de V angle formé par la di- 
rection des deux autres, 

222. Si les cordons AP, AQ, au lieu d'être soumis à 
l'action des forces P, Q^ sont attachés par leurs extré- 
mités à des points fixes F , F', les efforts que ces points 
ont à supporter en vertu de la force R , ou les tensions 
des deux cordons , ont pour valeurs les intensités des 
forces P, Q) déterminées par les proportions ci^dessus, 
savoir : 

R.jmQAR R.jmPAR 

~ 5i/*PAQ ' ^~ ii/iQAR 

G^ expressions montrent que les tensions des cor- 
dons AP, AQ sont d'autant plus grandes que l'angle 
PAQ, formé par leurs directious, est plus obtus, et^ 
lorsque cet angle est égal à deux angles droits , c'est-à- 
dire lorsque les deux cordons sont en ligne droite , leurs 
tensions deviennent infinies. 

Donc une corde parfaitement inextensible, tendue en 
ligne droite à ses deux extrémités , peut être rompue par 
l'application de la plus petite force latérale, à moins 

cordon a tous ses fils également tendus, la résultante de toutes 
ces tensions passe nécessairement par Taxe. 
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qu'elle ne soit douée d'une résistance infinie dans le sens 
de sa longueur. 

Il suit encore de là qu'une corde pesante ne peut être 
tendue en ligne droite dans une direction différente de 
la verticale; car alors son propre poids, qui n'est autre 
chose qu'une force verticale appliquée à son centre de 
gravité, exercerait des pressions infinies sur les deux 
points d'attache non situés sur la même verticale. 

223. Lorsque le point A , où sont réunis les trois cor- 
dons soumis aux forces P, Q, R, peut glisser, comme un 
anneau, le long du cordon PAQ, au lieu d être un nœud 
fixe, alors les conditions d'équilibre établies ci-dessus 
(221) deviennent insuffisantes. U faut, en outre, que la 
direction RA de la force R divise l'angle PAQ en deux 
parties égales. 

En effet, on ne détruit pas l'équilibre du système, lors- 
qu'il existe, en fixant d'une manière invariable deux 
points F, F', pris à volonté sur les cordons AP, AQ. 
Dès lors on peut considérer le point A comme assujetti 
à se mouvoir sur une ellipse dont F, F' sont les foyers , 
et AF, AF' les rayons vecteurs. Or (127) le point A, 
sollicité par la force R, ne peut être en équilibre sur 
cette courbe, à moins que la direction RA de la force ne 
lui soit normale en ce point ,* et par conséquent cette di- 
rection doit diviser en deux parties égales l'angle PÂQ 
formé par les rayons vecteurs. 

La proportion P : Q : : sin QAR : sin PAR, donnant 
alors P = Q, on voit que les deux parties de la corde, 
le long de laquelle l'anneau peut glisser, ont des tensions 
égales. 

En outre, si l'on désigne l'angle PAQ par a, comme 
l'angle PAR = QAR ==: 200"* a , et qu'on a, en géf 
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neral, sin az=z2 sin - a cos - a , la proportion 

.P : R : : sin PAR : sin PAQ 

donnera 

R = aP cos - a. 

2 

324- Si le point A est un anneau fixe, dans lequel passe 
une corde PAQ tirée par les deux forces P, Q , on aura^ 
dans l'état d'équilibre P = Q. En outre, ces deux forces 
exerceront sur l'anneau fixe une pression R , dont la di- 
rection divisera en deux parties égales l'angle PAQ ou a, 

et dont l'intensité sera 2Pcos~a, c'est-à-dire* la ten- 

2 

sion de la corde , multipliée par le double du cosinus de 
la moitié de l'angle formé par les deux parties de la 
corde. 

225. Passons maintenant au cas général , et prenons 
une corde d'une longueur quelconque , dont a et ê sont Fig-97. 
les extrémités. Attachons, par des nœuds fixes, à plu- 
sieurs de ses points A, B, G, D, etc. , des cordons suivant 
lesquels agissent des forces extérieures P', P'', F" . . . . , 
représentées en grandeur et en direction par les droites 
AA', BB', ce',. . . . Enfin appliquons au premier point A 
une force P ou AM dirigée suivant le premier côté Aa , 
et au dernier point D une force Q ou DN dirigée sui- 
vant le dernier côté D€. Il s'agit de déterminer c® les 
conditions d'équilibre des forces P, F, F', . . . Q ; 2** la 
figure du polygone , lorsque l'équilibre a lieu. 

i^ Si tout le système est en équilibre, le premier som- 
met A doit être en équilibre de lui-même (220, i^) en 
vertu des deux forces P, P', qui lui sont immédiatement 
appliquées, et en vertu de la tension du cordon AB, 
puisque l'action de toutes les. autres forces ne peut se 
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transmettre au point A que par le cordon AB qui le relie 
aux autres points du polygone. Il y aura donc équilibre 
entre les deux forces P, P' et la tension T' du cordon 
AB, et Ion aura (sai) les deux proportions 

P : F : : sin P'AB : sin PAB 
F : r : : sin PAB : sin PAF. 

De même, le second sommet B doit être en équilibre 
en vertu de la force F' et des tensions des cordons 
AB, BG. Or (aso, a"*) Faction du point A sur le point B 
est parfaitement égale et contraire à l'action T' du point B 
sur le point A , sans quoi le cordon AB ne pourrait être 
en équilibre; sa tension sera donc toujours T', et en dé- 
signant par T" celle du cordon BC , on aura 

r : P" : : sin F'BC : sin ABC 
P" iT'i: sin ABC : sin ABF'; 

de même encore les conditions d'équilibre du troisième 
sommet G seront données par les proportions 

V : F" : : sin F"CD : sin BCD 
F":T"::sinBCD rsinBCP'"; 

ainsi de suite , quel que soit le nombre des sommets da 
polygone , et le dernier sommet D donnera 

r" : P^ : : sin P'^DQ : sin CDQ 
P»^ : Q : : sin CDQ : sin CDF^ 

Multipliant toutes ces proportions par ordre , on aura, 
pour le rapport des deux forces extrêmes P , Q, 

p : Q : : sin P'AB . sin F'BC . sin P"'CD . sin F^DQ : sin PAP'.sin ABP". sin BCP"' . sin CDP". 

On obtiendra de même le rapport de deux forces ou 
de deux tensions quelconques, ou d'une force et dune 
tension , en multipliant par ordre un certain nombre de 
ces proportions convenablement choisies. 

2"* Lorsque les forces P, P', P",, • .Q, etles directions 
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de leurs cordons respectifs satisfont aux proportions cir 
dessus, il est toujours possible de donner au polygone 
une figure telle que Téquilibre ait lieu , et Ton détermine 
aisément cette figure par la composition successive des 
forces , quand on connaît toutefois les longueurs des cor- 
dons inextensibles qui doivent former les cotés du po- 
lygone. 

A cet efiFet, après avoir placé en un certain point l'exr 
trémité a de la corde a € , on prend sur la direction Pa 
de la force P , du côté opposé au sens de son action et 
à partir du point a , la longueur aA que le premier côté 
du polygone doit avoir , et le point A ainsi obtenu en 
lera le premier sommet* 

Le second côté AB devant se trouver sur la direction 
de la résultante R des forces P, F représentées en direc- 
tion et en intensité par les droites AM , AA' , si Ion 
construit sur ces droites le parallélogramme AMEA'i et 
que sur le prolongement de la diagonale A£ on prenne, 
à partir du point A , la longueur AB que le second côté 
doit avoir, le point B sera le second sommet. On ob- 
tiendra de même le troisième sommet C , en portant la 
longueur du troisième côté BC , à partir du point B j 
sur le prolongement de la diagonale B£ du parallélo- 
gramme BE'FB' construit sur les droites BB' et BE' = A£, 
qui représentent la force F' et la preipière résultante R 
ou la tension T^ ; ainsi de suite jusqu'au dernier côté De, 
qu'on obtiendra en portant sa longueur, à partir du der- 
nier sommet D, sur le prolongement de la dernière résul- 
tante B!" ou DH. Or ce côté D6, ainsi déterminé, doit 
nécessairement se trouver sur la direction DN de la der- 
nière force Q. Car, dans l'état d'équilibre, cette force Q 
est égale et directement opposée à la résultante de toutes 
les autres du système ; or, d'après la construction effec- 
tuée, la résultante R''' de toutes les forces, moins la force Q,' 
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est représentée en grandeur et en direction par la dia- 
gonale OH du dernier parallélogramme DG'HD' cons- 
truit sur les droites DD', D6' j représentant la dernière 
force extérieure P^ et la résultante R'' de toutes les for- 
ces précédentes. 

Cette construction suppose qu'on applique successi- 
yement chaque résultante partielle au sommet suivant 
situé sur sa direction^ par exemple la résultante R an 
point B, etc., ce qui peut en effet avoir lieu (221). 

L'hypothèse d'une seule force appliquée à chacun des 
sommets n'altère en rien la généralité des résultats ; car 
quelles que soient les forces qui sollicitent immédiate- 
ment le sommet A , par exemple , elles se réduisent tou- 
jours à une seule qu'on peut représenter par P'. 

226. Comme dans Tétat d'équilibre la dernière force Q est 
égale et directement opposée à la résultante R'" de toutes 
lesautreSy il résulte évidemment , de ce qui précède, que 

Pour l'équilibre du polygone funiculaire , il faut que 
toutes les forces données P, P', P", . . . Q, transportées pa' 
raltèlement à elles-mêmes en un point quelconque de TeS' 
pace^ se fassent équilibre. 

Par conséquent, si l'on mène par le point O, où l'on 
a transporté les forces P, P', P", • . . Q, trois axes rectan- 
gulaires OX, OY, OZ, et qu'on désigne respectivement 
par /n, a, &, c,. • • • /z ^ par m'^ a ^ b ^c ^» . » .n j et par 
m", £i", b'\ c',. . . ./i", les angles que les directions des 
forces font avec ces axes, les conditions d'équilibre du po- 
lygone funiculaire pourront s'exprimer par les équations 
d'équilibre d'un point matériel , entièrement libre dans 
l'espace , et soumis à l'action des mêmes forces. On aura 
donc (91) les trois équations d'équilibre 

( P cos m + P'cos a + P"cos i • . . -f-Q cos /i = o , 
P cos 7»' + Fcos a' 4- P"cos i' . . . +Q cos /i' = , 
P cos m"+ P'cos a"+ P^'cos b" . . . +Q cos /i"=: 0. 
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Au reste il serait facile de les obtenir directement , 
ïaprès l'observation que chaque sommet du polygone 
doit être en équilibre de lui-même , en yertu des forces 
qui lui sont appliquées , et des tensions des cordons ad- 
jacents. Car on aurait autant de systèmes de trois équa- 
tions qu'il y a de sommets , et faisant alors séparément 
k somme des premières équations , celle des secondes 
équations , enfin celle des troisièmes équations de cha- 
cun des systèmes, les tensions T^, T",. . • des cordons 
intermédiaires disparaîtront, de sorte qu'on obtiendra 
en définitive les trois équations (i). 

227. Puisque, dans l'état d'équilibre du polygone funi- 
culaire, l'une quelconque des forces P, P', P''. . .Q ap- 
pliquées aux divers sommets, est égale et directement op- 
posée à la résultante de toutes les autres , on voit qu'alors 

1® Toutes ces forces se détruisent comme si le poly-- 
gone avait une figure exactement invariable ; 

2® Chaque cordon est tendu par la force qui le sollicite^ 
comme il le serait par la résultante de toutes les autres 
forces qu'on jr transporterait parallèlement h elles-mêmes. 

228. Lorsque les extrémités a et ê du polygone sont 
des points fixes , les forces P^ Q représentent en même 
temps les pressions que ces points éprouvent, et les 
tensions des deux cordons extrêmes aA , De. Alors , les 
intensités P, Q de ces forces, et les angles m, m\ m" y 
nj n'y n'y d'où résultent leurs directions , ne sont plus 
des quantités données. Mais on pourrait déterminer ces 
huit inconnues au moyen des huit équations suivantes, 
savoir, les trois équations ^i), les deux relations 

cos* m + cos* m' + cos* tw" = i 
cos' n -h cos* /i' + cos* /i" = i , 

et les trois équations qui précisent la position des deux 
points fixes a , 6» 
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Par conséquent , il est toujours possible de mettre en 
équilibre une corde attachée par ses extrémités à dess 
points jixes ^ et sollicitée en des points invariables psr 
des forces quelconques. 

La détermination des huit inconnues est, en général, 
très-compliquée. Mais lorsque le polygone a pris de lui- 
même la figure qui convient à l'état d équilibre , on ob« 
tient facilement les tensions des différents cordons, es 
qui est suffisant dans la pratique» En effet, si l'on dé* 
compose la force P', appliquée au point A, en deux autm 
dirigées suivant les prolongements des côtés Aa, AB, 
la première composante exprimera la tension du cordon 
Aa ou Teffort exercé sur le point a, et la seconde corn» 
posante sera la tension du cordon AB. De mâme, les com* 
posantes de la force P'', suivant les prolongements dei 
côtés AB, BG, exprimeront les tensions des cordons 
AB, BG, dont la première vient d être déterminée; ainsi 
de suite, 

229. Dans le cas où les deux cordons extrêmes «A, 
De sont dans un même plan, leurs tensions P, Q ont 
une résultante. Or (227) cette force doit être égale et 
directement opposée à la résultante R de toutes les au* 

très P', P", F'', , comme si le polygone avait une 

figure invariable. Par conséquent, il faut que cette résut 
tante R passe par le point O, où les prolongements des 
cordons extrêmes aA, Deviennent se couper, et qu'on 
peut prendre pour son point d'application. On obtiendra 
donc les tensions P, Q de ces cordons , en décomposant 
au point O la force R en deux autres dirigées suivant 
leurs prolongements. 

Le même procédé donne les tensions de deux cordons 
quelconques situés dans un même plan , car l'équilibre 
de tout le système permettant de prendre chaque nœud 
pour un point fixe , ces deux cordons peuvent être re- 
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yardés comme les cordons extrêmes d*iiu polygone funi- 
culaire. On décomposera donc, à leur point de concours 
et suivant leur direction , la résultante des forces appli- 
ijuées aux nœuds intermédiaires, et ces deux compo* 
santés seront les tensions cherchées. 

a3o. Lorsque toutes les forces extérieures F, P" , P'". .., Fig* 99- 
sont parallèles entre elles, ces forces et les côtés du po« 
Ijgone sont nécessairement dans un même plan. En ef- 
fet, les trois cordons qui aboutissent au premier nœud 
A étant {^^i) dans un même plan, la force F', qui a déjà 
un point B dans ce plan , doit s'y trouver entièrement 
comprise. Donc le plan des premiers cordons est le même 
que celui des trois seconds ; ainsi de suite. 

Les angles intérieurs, formés par un côté quelconque 
avec les directions parallèles des deux forces adjacentes, 
étant alors supplémentaires , on a 

sin FAB = sin F'BA, sin FBG = sin F" CB , etc. 

Or les proportions du n" aaS donnent, pour les ten<« 
sions P, T, T" • • • . des cordons, les rapports suivants : 



P :T 

T : T 



: sin P' AB : sin P' AP,; 
:sinF'BC:sinP'BA, 
:sinP"'CD: sinP"'CB; 



ou bien à cause des égalités sin FAB =: sin F'BA, etc., 
: T : : sin FAB : sin FAP 

1 ' 

• ' « ' p/ A n ^^ ^Q*^^ P'^P • ' Ti/ A p ^^ coséc FAB , 
sm P AP sin P AB ^ ' 

T": : sin F'DC : sin FAB 

sm P AB sm P BG 

Ainsi , les tensions des cordons soni réciproquement pro- 
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portionnelles aux sinus de lâurs inclinaisons sur la direc' 
Uon commune des forces parallèles j ou, ce qui revient au 
même, sont proportionnelles aux cosécantes de ces mêmes 
inclinaisons^ 

^3 1 • Dans le cas particulier où ces forces parallèles sont 
Fig, ^ verticales, si Ion suppose, en outre^ que Tun des côtés, CD, 
soit horizontal , sa tension t pourra servir de terme de 
comparaison pour exprimer toutes les autres, puisqu'on 
auracos P^"CD = i ; et nonunant <f l'angle AOH que la 
direction d'un côté quelconque aA fait avec Thorizon- 
tale CH, la tension T du côté aA sera donnée (a3o) par 
la proportion 

T:t: : i : coséc 9 : : séc ç : i , d'où T = ^ séc 9. 

On parvient directement au même résultat par le pro- 
cédé indiqué plus haut (229). Car si l'on prolonge les 
côtés aA, CD, jusqu'à leur rencontre en O, et qu'on 
applique en ce point une force verticale R égale à la 
somme F + P" + F" des puissances intermédiaires, 
les trois forces ^, T, R, se feront équilibre autour d'un 
même point , et l'on aura 

T : ^ : : sin ROC : sin ROA : : t : cos 9 ; 

d'où 

T : ^ : : séc 9 : i. 

Donc , dans ^équilibre cPun polygone funiculaire sol- 
licité par des forces verticales , la tension de chaque coi^ 
don est proportionnelle à la sécante de V angle qu* il fait 
açec r horizon» 
On a aussi 

R : ^ : : sin AOG : sin ROA : : sin 9 : cos 9, d'où tang 9=^7? 

et enfin 

• « < 

T : R : : I : sin a : : coséc a : i , d'où T a R coséc a. 
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Ainsi , la tangente de [inclinaison de chaque côté sur 
Pkorizon est proportionnelle à la somme des forces verti- 
cales appliquées sur le contour du polygone j depuis le 
côté horizontal jusqu* à celui que Ton considère ; 

Et la tension d^un coté quelconque est égale a la mime 
somme des forces verticales , multipliées par la cosécante 
de son inclinaison a V horizon. 

Si Ton élimine langle f entre les deux équations 

T = f séc f et tang f = — , en ayant égard à la rela- 

If 

tion séc* <f — tang* ç = i , on trouve 

T* — R* = ^* ; 

Donc enfin , la différence entre le carré de la tension 
d*un côté quelconque , et le carré de la somme des forces 
verticales , prises comme ci-dessus y est constamment égale 
au carré de la tension du côté horizontal. 

232. Dans tout ce qui précède , nous avons supposé 
que les forces extérieures F, F', F",. . . . agissent sui- Fig. 99 
vaut des cordons attachés par des nœuds fixes aux som- 
mets A, B, C... du polygone funiculaire. Lorsqu'ils 
sont attachés par des nœuds coulants ou des anneaux 
susceptibles de glisser sur le contour du polygone , les 
conditions d'équilibre établies plus haut (225) devien-* 
nent insuffisantes , et il faut (223) que les directions des 
forces P', P",.... divisent respectivement les angles 
aAB , ABC, en deux parties égales. Alors toutes les ten- 
sions P, T', T",. . . . deviennent égales entre elles ; et si 
Ton représente par m\ ni\ m'",. . . les angles du poly- 
gone , on aura (223) 

P' = 2T cos- m', F^= 2T" cos -/w", etc., 

2 ' 2 

d'où 

P' : F' : . . • . : : cos - ni î cos - m" : .... 

2 2 

M. Statique. i4 
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Donc alors les forces appliquées aux divers sommets du 
polygone sont proportionnelles aux cosinus des moitiés 
des angles correspondants. 

Si les points A, B, C,.... sont des anneaux fixes 
dans lesquels passe la corde aAB. • • .6^ tirée aux deux 
bouts par les forces P, Q, la condition nécessaire et suf- 
fisante pour l'équilibre sera (2^4) que Ton àitP = Q. 
Toutes les tensions seront égales, et les pressions P', F'..., 
exercées sur les points fixes , auront les valeurs indiquées 
ci-dessus (282). 

233. Si de plus tous les côtés du polygone funiculaire 
sont égaux entre eux , le cosinus de la moitié de Tangle 
ABC , par exemple , compris entre deux côtés contigus 
AB, BG, devient égal à Tun des côtés AB divisé par le 
diamètre 2r du cercle passant par les trois sommets con- 
sécutifs A, B, G ; et comme toutes les tensions T', T'..., 
sont égales entre elles , il en résulte que dans ce cas 

Les forces appliquées sont en liaison im^erse des dia- 
mètres ou des rayons des cercles circonscrits aux triangles 
formés par les trois sommets consécutifs correspondants. 

Il en est encore de même lorsque le polygone prend un 
nombre infini de côtés, c'est-à-dire, devient une courbe 
funiculaire. Alors chacun des cercles précédents est ce 
qu'on nomme le cercle osculateur à la courbe au point 
que l'on considère, et les pressions?', F"..., dirigées 
suivant les rayons de courbure r , r' . • • •, sont par consé- 
quent normales à la courbe. 

Il suit de là que 

I® Une corde tendue par deux forces égales sur une 
courbe quelconque est en équilibre , et a partout la même 
tension ; 

2" Chaque point de la courbe fixe éproui^e , suiifant /^ 
normale y une pression qui est en raison inverse du rayon 
de courbure en ce point. 
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De la chaînetêe. 



s34- On hoihme chaînette la ligne courbe formée par 
une corde unifdtrnémetit pesante attachée par ses extré-^ 
làités A, B à deiix points fixes, et soumise uniquement à la Fig* i^^* 
pëdanteuT; La cltïaînette peut donc être considérée comme 
un polygone funiculaire d'une infinité de côtés, solli- 
cité en tous ses points par de petites forces yerticales, 
{nrorenant des actions de la pesanteur. On voit déjà(a30) 
que c'est une courbe plane , située dans le plan rertical 
passant par les deux points fixes A, B; et, en effet, il 
n'y a pas de raison pour qu'elle s'en écarte plutôt d'un 
côté que de l'autre. 

Si l'on remarque que les côtés du polygdne funiculaire 
représentent les directions des tangentes menées de la 
eourbe en ses différents points , on obtiendra facilement 
la tension en un point quelconque ^ au moyen des principes 
établis plus haut (23i). 

D'abord , pour déterminer les pressions que la corde 
exerce sur les deux points fixes A , B , et qui ne sont au- 
tres que les tensions des côtés extrêmes du polygone , il 
faut mener à la courbe les tangentes AO, BO, appliquer 
à leur point de concours une force égale au poids de la 
corde , et la décomposer en deux autres dirigées suivant 
OA , OB. Ces composantes seront évidemment les pres- 
sions cherchées. 

On obtiendrait de même la tension T en un point quel- 
conque M de la chaînette, en supposant qu'il est fixe. Mais 
si l'on désigne par R le poids de la partie CM de la corde 
comprise entre le point M et le point le plus bas C , où 
la tangente CH à la courbe est horizontale, et dont la 
tension est t^ en nommant (p l'angle que la tangente au 
point M fait avec l'horizon, on aura (^Si) 

14. 
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T = f . séc.ç , T = R. coséc ç. 

Par conséquent , si une corde ou même une chaîne pe- 
sante quelconque , suspendue à deux points fixes , est en 
équilibre , la tension en chaque point est i° proportion- 
nelle à la sécante de l'angle que la courbe fait en ce point 
avec Vhorizon; 2à° égale au produit de la cosécante du 
même angle par le poids de Varc compris entre le même 
point et le point le plus bas. 

Dans le cas où la corde est uniformément pesante , 
comme nous Tavons mentionné dans la définition de la 
chaînette, on peut représenter le poids R de l'arc CM 

par sa longueur a, et Téquation tang ?=— du n° 281 

devient tang <p = - • 

Donc , la chaînette est une courbe telle y que la tan* 
gente de son inclinaison en un point quelconque sur un 
plan horizontal est proportionnelle a la longueur de F arc 
compris entre le point le plus bas de la courbe et le point 
dont il s^agit. 

D'où il suit que la chaînette est une courbe symétrique 
par rapport à l'axe vertical CV passant par le sommet C; 
et se compose , comme la parabole , de deux branches 
égales et indéfinies. 
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APPENDICE 



SUR LE PRINCIPE DES VITESSES \1RTUELLES ET SUR SON 
APPLICATION AUX PRINCIPALES MACHINES. 



S I. Principe des vitesses virtuelles. 

235. On nomme vitesse virtuelle d'un point matériel 
toute droite infiniment petite qu'on peut lui faire décrire, 
en observant les conditions auxquelles il se trouve assu- 
jetti. 

Ainsi, lorsque des points matériels M, M', M"...., liés Fig. loi 
entre eux d'une manière quelconque , sont sollicités par 
des forces P, F , F' . . . . , agissant suivant les directions 
MP, MF', MF' . . . . , si l'on communique à ces points un 
mouvement infiniment petit , et compatible avec la liaison 
du système , de manière qu'ils soient transportés en 
/w, w', m". . . ., les droites infiniment petites M/w, Wm\ 
M' W . . . . , décrites par les points M, M', M" .... sont 
leurs vitesses virtuelles. Cette dénomination provient de 
ce que les droites M/n, TA! m' . . . ., sont regardées comme 
les espaces qui seraient parcourus simultanément par les 
points du système, censé en équilibre , dans le premier 
instant où cet état viendrait à être détruit. 

Si l'on projette les points m, m\ 7/2"...., en //, n\ w"....^ 
sur les directions des forces P, P', F" . . . . , les projections 
P^ P -i y • • • • ^^^ droites M/72, M'/7î', M'W. . . . sont les 
vitesses virtuelles des points M, M', M"...., estimées 



ig. loa. 
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suivant les directions des forces , ces projections p^ p'^ 
p\ . • . étant d'ailleurs prises avec le signe + ou avec le 
signe — , suivant qu'elles tombent sur les directions mê- 
mes des forces correspondantes, comme pour M'iw', ou 
sur leurs prolongements , comme pour M/w. 

Enfin on nomme moments virtuels des forces P, P' , P"...., 
les produits P/?, P'/?', P'/?" . . . , qu'on obtient en les mul- 
tipliant par les projections respectives /?,/?', />"...., dont 
le signe détermine celui des moments. 

236. Comme une force P , appliquée en un point M, 
peut être censée appliquée en tout autre point A de sa 
direction , pourvu que ces deux points soient liés entre 
eux d'une manière invariable , on conçoit que le moment 
virtuel de la force doit être le même dans les deux cas. 

■ 

Au reste^ on peut le démontrer directement de la manière 
suivante. 

Soient M/tz, Aa, les vitesses virtuelles des points M, A; 
il suffit de faire voir que leurs projections Mw', Aa\ sont 
égales entre elles , puisque l'intensité de la force P est une 
quantité constante. A cet effet , menons par le point M la 
droite MB égale et parallèle à ma , et du point B abais- 
sons sur MA la perpendiculaire Bb. Comme la longueur 
de la droite MA, qui relie les points M, A , est invariable, 
on a MA = ma = MB ; et comme par construction la 
fjroite Ba est égale et parallèle à M//^ , leurs projections 
ba\ M/w', sur MA, sont égales entre elles , et l'on a 

Mm' = ba' = biL + Aa , 
d'où 

Mm' — Aa'==èA. 
D'un autre côté 



* A=MA— M6=M A— KMB^-BÂ^=M A— l/MÂVBÎT 

Donc cette expression est la valeur de la différence entre 
les deux projections Mw, Aa'. Si Bb était nul, c'est-à- 
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dire si la droite MB était parallèle à MA, ladifféreoca 
M/w'^ — Aa' serait égale à zéro. Or Bb n'est pas nul , mais 
bien un infiniment petit du second ordre ^ car on a 

MA-V/MACBr^(?î^±^^^ 

MA+l/MA*-BA» 

_ B&' 

~ MA+l/MA'— Bi*' 

La différence entre Mm' et Aa\ étant proportionnelle au 
carré de B6 , est donc un infiniment petit du second or- 
dre , et par conséquent susceptible d'être négligé devant 
un infiniment petit du premier ordre: ainsi Mm'===Aa'. 

Donc i^ Le moment virtuel d^ une force reste le méme^ 
en quelque point de sa direction qu^on la suppose ap-^ 
pUquée. 

Il suit encore de là que 

2° Si deux forces P, P', égales et contraires y agissent 
suwant la direction d*une droite AM liant d'une manière 
invariable deux points A , M , auxquels elles sont appli^ 
quéeSj la somme des moments virtuels Pp^ P'/?', de ces far» 
ces sera nulle. 

Car les moments virtuels P/?, P'/?' étant égaux et da 
lignes contraires , on aura Vp + P^p' = o. 

237. Lorsque plusieurs forces sont appliquées à un 
même point , le moment virtuel de la résultante est égal 
a la somme des moments 'virtuels des composantes. 

En effet , soient R' la résultante des deux forces P, P'^ Fig. io3, 
appliquées au point M , et M/w la vitesse virtuelle de ce 
point. Abaissons du point m sur les directions des forces 
P, P', Fi' les perpendiculaires m A, iwB, wC, et par le 
point M menons AB perpendiculaire à la direction de R'. 
D'après le théorème établi plus haut (182) , les trois for- 
ces P, P', R' seront respectivement représentées par les 
trois côtés du triangle AmB qui sont perpendiculaires à 
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leurs directions ; donc les moments virtuels des forces 
P, F, R', seront wA . M^i, iTiB.Mé, AB.MC. Or ces pro- 
duits mesurent le double de la surface des triangles 
mMA, /nMB, mAB. Donc , puisque le^, dernier triangle 
mAB égale la somme des deux autres , on aura 

iwA.Ma + iwB.Mi = AB.Mc, 

ou bien , en appelant /?, p\ r les projections de Mw sur 
les directions des forces , 

Il est facile d'étendre ce théorème à un nombre quel- 
conque de composantes P, P' P"..,., appliquées au 
point M 9 en combinant la résultante R' des deux pre- 
mières forces P, P', avec la troisième P", ce qui don- 
nera 

RV + p"p" = R V ou Pp + p>' + py = R V , 

ainsi de suite ; et en nommant R la résultante finale, on 

aura 

Pp + py + py + . . . =Rr. 

De là résulte le théorème suivant 

LorsquHl y a équilibre entre des forces appliquées a un 
point matériel y soit entièrement libre dans l'espace , soit 
assujetti à demeurer sur une surface ou sur une courbe 
donnée y la somme des moments virtuels des forces est 
nulle; et réciproquement^ si cette somme est nulle pour 
tous les mouvements que le point d'application peut pren- 
dre y les forces données se font équilibre. 

Car 1° si le point M est entièrement libre , il faut, 
pour l'équilibre, qu'on ait R = o , et par conséquent 
P/? + Vp + .... =0. Réciproquement , si l'on a 
P/; + Vp +.... = o, pour tous les mouvements que le 
point M peut prendre , il y aura équilibre. Car le point 
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M étant libre , on peut donn?r à la droite Mm une direc- 
tion telle que r ne soit pas nul ; on aura donc R = o. 

2® Si le point M est assujetti à demeurer sur une sur- 
face ou sur une courbe donne'e , la droite infiniment pe- 
tite M/71 appartiendra au plan tangent ou à la tangente en 
ce point , et par conséquent sera perpendiculaire à la ré- 
sultante R, qui doit être dirigée suivant la normale, pour 
qu'il y ait équilibre ; on aura donc r = o , et par suite 

Pjp + F/?' + = o. 

238. Ce dernier théorème n'est qu'un cas particulier 
d'un autre bien plus général^ connu sous le nom de 
Principe des vitesses ^virtuelles , dont voici l'énoncé : 

Lorsqu^il y a équilibre entre des forces appliquées à des 
points liés entre eux d^une manière quelconque , la somme 
des moments virtuels de ces forces est nulle ; et récipro- 
quement , si cette somme est nulle pour tous les mouife- 
ments compatibles avec la liaison du système , les forces 
données se font équilibre. 

Ce grand principe renferme, pour ainsi dire, toute 
la mécanique ; car toutes les questions que la science 
comporte ne sont en définitive que des développements 
de ce principe. 

Pour le démontrer dans toute sa généralité , nous al- 
lons faire voir 
I® Qu'il a lieu pour un système de deux points ; 
2*^ Que s'il a lieu pour un système de m points , il sera 
encore vrai pour m + i points. 

Car alors le principe , une fois établi pour deux points, 
aura lieu pour trois points, puis pour quatre, et par 
conséquent pour un nombre quelconque de points. 

1® Soient M, M' les deux points donnés, censés liés Fig. io4- 
între eux d'une manière complète^ c'est-à-dire, telle que 
le mouvement de l'un détermine celui de l'autre , et sup- 
posons chacun d'eux lié de même à un troisième point 
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JS assujetti à demeurer sur une surface donnée. Désignoni 
par P, P' les forces qui agissent sur les points M, M'. Lors- 
que réquilibre existe, on peut, sans le troubler, appli- 
quer aux points M, N, deux forces S, S', égales et direc- 
tement opposées, et de même appliquer aux points N, 
M' deux autres forces ï, T' , égales et opposées. Mais si 
Ton choisit la force S de manière que sa projection sur la 
tangente M/tz, menée à la courbe que le point M tend à 
décrire, soit égale et contraire à celle de P sur M/7i, auquel 
cas les forces S, P se feront équilibre; et si Ton choisit 
dç même la force T par rapport à P', il est clair que les 
forces S', T' seront forcément en équilibre au point N, 
et que par conséquent chacun des trois points M, M',N, 
ser^ séparément en équilibre en vertu des forces qui lui 
sont immédiatenient appliquées. Par conséquent, la som- 
me des moment^ virtuels des six forces du système sera 
nulle ; or (236, 2°) cette somme est déjà nulle pour les 
quatre forces S, S', T, T' ; donc on a Pp + Vp' = o. 

2** Soint M, M', M" .... , les m H- i points du sys- 
tème censés liés entre eux d'une manière complète^ et 
sollicités par les forces P, P', P" . . . . Lorsque l'équilibre 
existe, on peut, sans le troubler, appliquer à l'un des 
points, M par exemple, deux forces S, S', égales et con- 
traires, choisies de manière que S, l'une d'elles, fasse 
équilibre à la force P' appliquée à un autre point quel- 
conque M; ce qui donne Pp + Ss=zo. On n'a donc 
plus à considérer que les m -l- i forces — S, P', P" . . . . 
agissant aux m points M', M" . . . Mais alors , par hypo- 
thèse, on a — Sj + V'p H- P"p"-h =0. Faisant 

la somme des deux équations précédentes , il vient 

(i) Pp + py + p>"4.....=o. 

Ce qui précède suppose que la liaison du système est 
complète , c'est-à-dire , telle que le mouvement de l'un 
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les points M, M', M" . . . • détermine celui de tous les 
autres. Lorsqu'il en est autrement , il faut de plus , dans 
Fétat d'équilibre, que 1 équation (i) ait lieu pour tous les 
mouvements compatibles avec la liaison du système. Car 
admettons qu elle ne soit pas satisfaite pour un certain 
mouvement. On pourra toujours , sans troubler Téqui* 
Ubre^ introduire de nouvelles liaisons qui ne permettent 
que ce seul mouvement ; et dès lors le système , se trou- 
vaut lié d'une manière complète, ne pourra être en 
équilibre, comme on vient de le voir, à moins qu'on 
n'ait Pp 4- Vp +....== o. 

Donc enfin , lorsqu'un système lié d^une manière queU 
"ionque est en équilibre y la somme des moments virtuels 
les forces est nulle. 

Réciproquement, si la somme des moments virtuels 
?p, P'p', P"p" est nulle pour tous les mouvements qu'on 
7€ut faire prendre au système , les forces P, F F", .... 
referont équilibre^ 

Car admettons que, l'équilibre n'ayant pas lieu, les 
points M, M', M",. . . ou plusieurs d'entre eux, décrivent 
simultanément des droites infiniment petites M/w , MW, 
M"iw" • . . , il est clair qu'on pourra toujours s'opposer au 
mouvement de ces points, en leur appliquant des forces 
convenables Q, Q' Q" . . . , dirigées en sens contraires de 
Mw, M'/w', Wnî' . . .; et comme alors il y aura équilibre 
entre les forces P, P', F'^ • • • Q> Q' j Q" • • • ? on aura, d'^r 
près ce procédé , 

P/»+P>'+P'>"+....+Qî+QV+Q'Y'+""=o, 

€t par conséquent 

Qî + QY + QTh- ••••=«, (a) 

puisque l'équation (i) est satisfaite. 
Mais réquation (2) ayant lieu pour tous les mouve- 
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ments possibles , si Ton prend pour les vitesses virtuelles 
des points M, M', • • • • les droites décrites Hm, MW..., 
qui sont toutes situées sur les prolongements des forces 
Q, Q' • • . • , et par conséquent négatives , Féquation (s] 
aura tous ses termes de même signe , et ne pourra donc 
être satisfaite , à moins qu'on n*ait séparément, 

Q j =3 o , Q'j' = o , etc. 

Mais, par hypothèse, q ou Mm, q' ou MW,. ... ne 
sont pas nuls. Donc il faut qu'on ait Q=: o , Q' = o,.m.. 
Donc tous les points M, M',.... du système sont en 
équilibre , sans qu'il y ait besoin d'introduire de nou- 
velles forces à cet effet. 

5 II. application du principe des vitesses ^virtuelles aux 

principales machines. 

289. Le principe des vitesses virtuelles donne avec 
la plus grande facilité les conditions d'équilibre des di- 
verses machines. 
Fig. io5. Le lei^ier, — Soit un levier quelconque MAiVI' soumis 
à Faction de deux forces P, P, appliquées aux points 
M, M', et se faisant équilibre. Comme le levier ne peut 
prendre qu un mouvement de rotation autour du point 
d'appui A, il n'y aura que la seule équation d'équilibre 
Vp +P/?' = o ; d'où il résulte d'abord que les moments 
virtuels P/?, P/?' sont des signes contraires , puisque leur 
somme est nulle. Si l'équilibre se rompt , les points M, 
M' vont décrire, dans le premier instant, des arcs infi- 
niment petits, toujours proportionnels à leurs rayons, 
<*oniuie étant semblables , et les tangentes 3Iiw, MW à 
ces arcs, qui représentent les vitesses virtuelles des points 
M, M', seront proportionnelles aux mêmes rayons; de 
sorte qu'on aura M//i : 31/11 : : AM : Ail'. De plus , leurs 
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projections M/i, MV, ou /?, /?', devant être de signes 
contraires, si Yune p tombe sur' laL direction même de la 
force correspondante P, l'autre p tombera nécessaire- 
ment sur le prolongement de la force P. Ainsi d'abord 
l'équilibre du levier exige que les deux forces tendent a 
le faire tourner en sens contraires. 

Maintenant l'équation d'équilibre , en ayant égard aux 
signes, est T?p = P/?', d'où P : F ::/?': /?. Or, si du point 
A l'on abaisse sur les directions des forces P, P', les per- 
pendiculaires AB, A'B', les triangles AMB, AM'B', seront 
respectivement semblables aux triangles mMn, m'M!n\ 
comme ayant les côtés perpendiculaires chacun à cha- 
cun , et donneront 

Mm : M/i : : AM : AB , M W : M V : : AM' : AB'. 

Mais on a déjà 

Mm : MW : : AM : AM'; 

donc 

M/i oup : MV ou/?' : : AB : AB', 

et par suite 

P : F : : AB' : AB. 

Donc les forces données doivent être en raison inverse 
de leurs distances au point d^ appui. 

Ces deux conditions d'équilibre sont précisément les 
mêmes qu'on a trouvées plus haut (162). 

La poulie, — Soit A le centre fixe d'une poulie soUi- Fig. ^S* 
citée par deux forces P, B.^ appliquées aux points A, B, 
et se faisant équilibre. La poulie ne pouvant prendre 
qu'un mouvement de rotation autour du point A , il n'y 
aura qu'une seule équation d'équilibre Pp + Rr==:o, et 
les moments virtuels T?p^ Rr seront de signes contraires. 
Si l'équilibre vient à se rompre , les points d'application 
A, B parcourront des arcs égaux, comme décrits avec 
des rayons égaux: donc les tangentes à ces arcs ou les 
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vitesses TÎrtaelles estimées suirant les directions des for- F 
ces P, R, seront égales; et comme d'ailleurs ettes dm- 
▼ent être de signes contraires , on aura /» = — r. Ainsi 
l'équation d*équilibre donnera P == R, ou la même con- 
dition déjà IroQvée plus haut (178). 

Les moules, — Le même principe donne paiement les 
conditions d*équilibre des machines composées. Preoons 
pour exemple les moufles qu'on a traitées au n* i83. L'ap- 
pareil est disposé de manière que les n cordons, qui Tont 
directement d'une moufle à l'autre, sont sensiblement 
parallèles , et que les points d application des forces P, R, 
ne peuTcnt se mouToir que suiTant les directions de ces 
forces, mais en sens contraires. Comme d'ailleurs la lon- 
gueur totale de h eorde doit tonjours rester la même, 
il est clair que si le point d'application de P desceai 
d'une petite quantité p, chacun des cordons se raccour- 
cira de la quantité -, et le point d'application de R 

montera de la même quantité. Si donc on représente 
par py r, les TÎtesses virtuelles des forces P, R , estimées 
suivant les directions de ces forces , on aura la relation 

r= -, et l équation d'équilibre Pp + Rr= o, qui de- 
vient Pp = Rr, en ayant égard aux signes des moments 
virtuels, donnera P = nK , comme dans Fardcle cité. 
Hg. ici6. Le tottr, — Si^it un tour solBcité par deux forces P, R, 
eu équîhbre, l'une tangente à la roue AM , et l'autre à la 
cîn\>nférence AN comprise dans un plan perpendiculaire 
à Taxe projeté en A. Comme Tappareil ne peut prendre 
qu'un mouvement de rotation autour de l'axe^ si Ton dé- 
signe par/», r, les vitesses virtuelles des points d^appHcation 
M, N, estimées suivant les directions des forces, on 
n*aura qtie la seule équation d'équilibre P/? + Rr=o; 
d'où il resxJte d'abord que les forces P, R, doirent ten- 
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dre à faire tourner le treuil en sens contraires. De plus, 
les arcs parcourus dans le premier instant par les points 
M, N, étant toujours semblables, et par suite propor^^ 
tionnels aux rayons AM, AN , il en sera de même de leurs 
tangentes M/n, N/i ou p^ r, et Ton aura p : r: : AM : AN, 
Or, réquatîon ci-dessus devient, en ayant égard aux 
signes, Pp = Rr, d'où V :K : : r : p. Comparant les detiit 
proportions précédentes , on a P : R : : AN : AM , c'est* 
à-dire la même condition d*équilibre qu'au n° 187. 

Le plan incliné, — On a vu (199) que si un corps , 
dont le poids est R, est tenu en équilibre par une puis-^ 
sance F sur un plan incliné ABC (fig. 80-82), les directions 
des deux forces P^ R, sont nécessairement situées dans 
un même plan vertical perpendiculaire au plan incliné , 
et se rencontrent en un même point O, où elles sont 
censées appliquées. Si l'équilibre se rompt, le point O ne 
pourra se mouvoir que suivant une parallèle à la lon- 
gueur du plan incliné, et l'on n'aura que la seule équa* 
tîon d'équilibre I^ 4- Rr = o. Ainsi les moments vir. 
tuels Pp, Rr seront de signes contraires , et les projections 
p, r, de la vitesse virtuelle du point O tomberont né- 
cessairement, l'une sur la direction même de la force 
correspondante, l'autre sur le prolongement de la se- 
conde force. Donc, en ayant égard aux signes, l'équation 
d'équilibre deviendra Pp = Rr, d'où P : R : : r : /? ( i). 

Cela posé, i** si la puissance est parallèle à la longueur Fig. 107, 
du plan incliné, le point O venant en O', les projections 
p, r, de la vitesse virtuelle 00' sur les directions des for- 
ces P, R, seront OO, 0«, et les triangles semblables OO^, 
BAC donneront On ou r : OO' ou p : : BC : AB ; donc, 
à cause de la proportion (i), il vient P : R : : BC : AB, 
comme au n* 200, i*^ cas. 

a° Si la puissance P est horizontale, les projections Fig. 108, 
p, r, de 00' sur les directions de P, R, seront *0/7î, O/i j 
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alors les triangles semblables OO'rij ÂBC donneront 
On : O'n ou Om: :BC': AC; donc, à cause de la propor- 
tion (i), il vient P:R: :BC : AC, comme au n® 200, 2* cas. 
^ig. 109. 3° Lorsque la puissance P a , dans son plan vertical, 
une direction quelconque OP , les projections p^ r, de la 
vitesse virtuelle 00' sur les forces P, R, sont les lon- 
gueurs 0/72, O/i, d'ailleurs proportionnelles aux cosinus 
des angles 0'0/w, OO'/i; de sorte qu'on a 

On : Om : : cos O'O/i : cos O'Ow : : sin a : cos y, 

a étant l'angle BAC du plan incliné, et y l'angle O'Om 
que la direction de la puissance fait avec la longueur du 
plan. Donc, à cause de la proportion (i) , il vient 

P : R : : sin a : cos y , 



comme au n** 202. 



La vis. — La théorie de cette machine nous a offert 
quelque difficulté pour établir ses conditions d'équilibre 
d'une manière à la fois élémentaire et rigoureuse. Or, à 
l'aide du principe des vitesses virtuelles, cette détermi- 
pig. ^Q. nation est très-simple. La vis étant supposée fixe et ver- 
ticale, soit P une puissance horizontale appliquée en un 
point G lié d'une manière invariable avec l'écrou dont 
le poids R est la résistance à vaincre. La force P tend à 
élever l'écrou en le faisant tourner autour de l'axe AB 
de la vis, et l'écrou tend à descendre en vertu delà 
force R qui agit pour le faire tourner en sens contraire 
autour du même axe. L'écrou ne pouvant ainsi prendre 
qu'un mouvement de rotation autour de l'axe, si l'on 
désigne par p, r, les projections des vitesses virtuelles 
des points d'application sur les directions des forces P, R, 
on n'aura que la seule équation d'équilibre Pp = Rr, 
d'où P : R : ; r : /?. Mais , d'après la définition de la vis, 
lorsque l'écrou fait un tour entier, il descend d'une hau- 
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teur égale au pas A de la vis^ et s'il tourne d une quan- 
tité Pj il ne descend que d'une hauteur r déterminée par 
la proportion aw.CD : h: :p : r^ CD représentant la 
distance de la force P à Taxe. La comparaison des deux 
proportions donne P : R : : A : 277. CD, comme au n** 

212. 

La balance de RoberçaL — * Supposons que cette ma- 
cliine (décrite au n** 216 , fig. pS et 94) soit tenue en 
équilibre par deux forces verticales P, Q, appliquées aux 
points E, F, et que les bras AM , MB du levier principal 
AJB soient dans le rapport quelconque de m à /i. Si l'é- 
quilibre vient à se rompre, le levier principal tournera 
autour du point d'appui O, et comme d'ailleurs il ne Fig. iic 
peut prendre que ce mouvement de rotation, il n'y aura 
que la seule équation d'équilibre Pp + Qq = o , où 
p^ qj représentent les projections des vitesses virtuelles 
des points d'application £, F, sur les directions verticales 
des forces P, Q. Par suite de la liaison du système, si le 
point E monte ou descend d'une certaine quantité , tous 
les points de la traverse horizontale EC et de la tringle 
verticale Aa monteront on descendront de la même 
quantité. Or, les points A, E décrivent, dans le premier 
instant, de petits. arcs dont les tangentes AA', EE' sont 
les vitesses virtuelles de ces points ; donc les projec- 
tions AA", EE" de ces tangentes sur les verticales pas- 
sant parles points A, E, sont égales, et l'on a toujours 
EE'' ou/? = AA". Il est clair qu'il en est de même pour 
le point d'application F de la force Q par rapport au 
point B ; ainsi l'on aura q = BB". Maintenant l'équation 
d'équilibre I^ + Qgr = o montre que les moments vir- 
tuels I^, Q^ sont de signes contraires, aussi bien que 
les projections p, q^ des vitesses virtuelles ; et en effet , 
si l'une des extrémités du levier principal s'élève, l'autre 
doit s'abaisser. Ainsi, en ayant égard aux signes, l'é- 
M. Statique. 15 
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quation d'équilibre sera Vp =î Qq , d'oà 

P : Q : : y : /? (i). 

Or, d'une part, les triangles semblables AA' A", BB'B" 
donnent BB" ou q : AA" ou/? : : BB' : AA'j d'autre part, 
les tangentes AA'^ BB' à des arcs semblables , étant pro- 
portionnelles aux rayons OA, OB , on a 

BB' : AA' : : OB : OA : : m ; « , 

et par conséquent 

q : p : : n : : m. 

Comparant cette proportion à la première , on sl, comme 
au n*^ ai6, 

P : Q : : « : m : : OB : OA. 

La balance de Quintenz. — D'après la construction de 
ig. III. la machine (décrite au n** 218, fig. gS et ^)^ le lerier 
AC est horizontal, lorsque le poids P, suspendu a son 
extrémité A, fait équilibre au poids R placé sur le pis* 
teau mobile KL. Si l'équilibre se rompt, le levier AC 
tournera autour du point d'appui, de sorte que si Tex* 
trémité A s'élève, le point B et l'autre extrémité C ss- 
baisseront. 

Ainsi, dans le premier instant, le point A décrit un petit 
arc dirigé en sens contraire des arcs décrits par les points 
B, C, et les tangentes verticales AA', BB', CC eiprime- 
ront, lune, la quantité dont le point A aura monté, les 
autres, les quantités dont les points B, G auront descen- 
du. En même temps^ les extrémités inférieures K, D, 
des tringles verticales BK, CD, viendront en K', D' ; et 
comme les longueurs des tringles restent invariables, 
on aura B'K' = BR, CD' = CD , d'où l'on conclut 
BB' = KK', ce = DD'. Par suite de ce mouvement , le 
point d'appui E du plateau mobile descend d'une quan* 
tité EE' proportionnelle à sa distance EF au point fixe F, 
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et par conséquent déterminée par la proportion 

FD:FE: : DD' ou CC : EE '. 

Or, par la construction même de la machine, on a 

OC : OB : : FD : FE ; 

ces deux proportions ayant un rapport commun , il 
vient OC : OB : : CG' : EE'. Maintenant les triangles sem- 
blables OCC'^ OBB' donnent la proportion 

OC : OB : : CC : BB', 

dont les trois premiers termes sont les mêmes que dans 
la précédente ; de là on conclut EE' = BB' = KK'. 
Donc les deux points K, E du plateau mobile ont 
descendu de la même quantité , et, par conséquent, il en 
est de même du poids R placé sur ce plateau. Ainsi les 
moments virtuels des poids P, R, sont P. A A', R.BB', et 
Féquation d'équilibre P/? + Rr =i o devient , eu égard 
aux signes, P. AA' = R.BB', d'où P : R : : BB' : AA'. 
Mais les triangles semblables OAA', OBB' donnent 
BB' : AA' : : OB : O A. Comparant cette proportion à la 
précédente, on obtient enfin, comme au n^ 218, 
P : R : : OB : OA , ou la même loi d'équilibre que dans 
le levier. 
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